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Resumo

Métodos para animacao de fluidos sao geralmente dificeis de se lidar dada a natureza ine-
rentemente complexa da mecanica de fluidos. Nessas aplicacoes, a simulagao da dinamica
de fluidos frequentemente recai na necessidade de conter ou controlar o fluido, artificial-
mente, de forma que o resultado ainda seja fisicamente plausivel. O presente trabalho
busca definir uma forma de construir campos tensoriais a partir de splines de Catmull-
Rom que sejam capazes de definir a trajetéria de um fluido quando utilizado nas equacoes
anisotropicas de Navier-Stokes em uma simulagao anisotrépica do fluidos. Para isso, é de-
finido um modelo sintético para simulagao do escoamento de fluido que pode ser utilizado

para complementar métodos ja existentes e servir como base para trabalhos futuros.

Palavras-chave: Campos Tensoriais, Spline de Catmull-Rom, Simulagao de Fluidos.



Abstract

Methods for fluid animation are challenging to deal with provided the inherent complexity
of fluid mechanics. In such applications, the fluid dynamics often relies on the need to
contain or control the fluid artificially so that the result is still physically plausible. This
work aims to define a method to construct tensor fields from Catmull-Rom splines that are
able to define the fluid trajectory when used in the anisotropic Navier-Stokes equations
in an anisotropic fluid simulation. For this purpose, a synthetic model is defined for
simulations of fluid flow over a trajectory that can be used as complement for previous

works and serve as base for future methods.

Keywords: Tensor Field, Catmull-Rom Spline, Fluid Simulation.
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1 Introducao

Métodos para animacao de fluidos sao geralmente dificeis de se lidar dada a natureza
inerentemente complexa da mecanica de fluidos. Mesmo relaxando propriedades fisicas,
atingir resultados plausiveis se prova uma tarefa ardua. Nessas aplicagoes, a simulacao da
dinamica de fluidos frequentemente recai na necessidade de conter ou controlar o fluido,
artificialmente, de forma que o resultado ainda seja fisicamente plausivel. Assim o fluido
deve se comportar naturalmente, porém seu movimento ainda deve ser restringido de
forma que consiga atender as necessidades da animagao. Desta forma o animador pode
definir um caminho pelo qual o fluido deva seguir ou definir uma regiao para concentra-lo,
produzindo por exemplo formas de objetos utilizando o fluido.

O presente trabalho busca definir uma forma de construir campos tensoriais a
partir de splines que sejam capazes de definir a trajetoria de um fluido quando utilizado
nas equagoes anisotropicas de Navier-Stokes em uma simulacao anisotrépica de fluidos.
Desta forma, o principal foco deste trabalho é a definicao de um método sintético para a
construcao de campos tensoriais que serao utilizados para a simulacao do escoamento do
fluido por uma trajetéria.

De forma alguma, este trabalho tem como objetivo fazer um controlador de fluidos
ideal a partir do campo tensorial, mas propor um modelo que possa complementar métodos
ja existentes e servir como base para trabalhos futuros.

Levando em consideragao a dificuldade de se controlar a simulagao com campos
tensoriais, os principais desafios a serem superados sao o uso de um modelo de simulagao
anisotropica de fluido definida para o continuo, que deve ser discretizada; e utilizar um
unico campo tensorial que controle a trajetéria do fluido sem que sejam definidas novas

condicoes de contorno.
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1.1 Problema

O uso de campos tensoriais para controle de fluidos na animacgao é relativamente recente.
Trabalhos como o de |Vieiral (2020) aprimoram a simulagao de fluidos para campos ani-
sotropicos e permitem que campos tensoriais possam ser usados em simulagoes de modo
mais efetivo. No entanto, métodos para criacao dos campos tensoriais para tais simulacoes
téem sido pouco estudados.

Ao trabalhar com campos tensoriais, percebe-se grande dificuldade no controle
do fluido, o comportamento do fluido para um dado campo tensorial nao é trivial, o que
torna dificil prever o resultado final da simulacao.

Desta forma, o problema ¢ definir um método para construcao de campos tenso-
riais que sejam capazes de fazer com que o fluido a escoe por uma trajetéria que passe

por todos os pontos definidos.

1.2 Justificativa

Embora métodos para criacao de campos tensoriais nao seja um tema novo, trabalhos
como o de |Zhang; Heys; Turk| (2006) e |Palacios; Zhang (2007)) foram desenvolvidos para
ser utilizados em conjunto com técnicas de renderizacao nao realista |[Hays; Essal (2004),
nao sendo a melhor op¢ao para simulagao de fluidos.

Desta forma, o presente trabalho justifica-se por explorar um campo de estudo
relativamente novo e em expansao, com a criacao de campos tensoriais especificos para
simulacao de fluidos. Assim o trabalho contribui para que o uso de simulagoes de fluido
anisotrépicos utilizando campos tensoriais possa complementar o sistema utilizado atual-
mente na industria cinematografica que se baseia exclusivamente na modelagem de campos

de velocidades.

1.3 Objetivos

Usando como base o método proposto por Vieira (2020)) para simulacao de fluidos utili-

zando a projecao anisotrdpica, o objetivo geral deste trabalho é investigar e definir um
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método para construcao de campos tensoriais que permitam que o fluido escoe por uma
curva que passe por todos os pontos definidos. Para alcangar tal meta, alguns objetivos

especificos sao importantes:

e Desenvolver um método para criagao de campos tensoriais a partir da representacao

da curva utilizando splines de Catmull-Rom.

e Variar os parametros do método proposto e observar os resultados correspondentes

de forma qualitativa para cada uma das simulacoes.
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2 Trabalhos Relacionados

Dentro da area de computacao grafica, tem-se grande interesse em controlar a simulacao
de fluidos e, por isso, varios trabalhos ja foram publicados sobre o assunto. O trabalho de
Treuille et al (2003)) foi um dos primeiros a abordar o problema, o autor utiliza uma serie de
keyframes definidos pelo usuario que estipulam o comportamento do campo de velocidade
e a densidade no instante definido. Para cada iteracao da simulagao, o algoritmo calcula
o quao préoximo a simulacao esta do estado estipulado pelo keyframe e utiliza um processo
de otimizagao para atualizar a velocidade e aproximar a simulagao ao resultado esperado
pelo animador.

Técnicas de keyframes também foram empregadas por Browning et all (2014)) ao
produzir animacoes de fluido a partir de desenhos feitos a mao. A partir dos desenhos de-
finidos, o método utiliza morphs regenerativos para interpolar os quadros intermediarios,
sendo capaz de reproduzir o estilo artistico dos quadros definidos como entrada.

Enquanto os trabalhos anteriores focam no resultado final, outros trabalhos se
preocupam em manter o controle do fluido durante toda a simulagao. O trabalho de Kim
et al (2006)) utiliza uma curva NURBS definida pelo usudrio para gerar um campo vetorial
procedural que é utilizado para aproximar o campo de velocidades do fluido, de modo que
ele convirja para o caminho determinado.

H& também métodos interativos como o de Manteaux| (2016) que permitem que
o usudrio crie novas simulacoes editando e combinando outras ja existentes, independente
dos métodos utilizados para gera-las. Para isso, o trabalho utiliza métodos de classificacao
e reconstrucao topoldgica.

Outros métodos como o de Sato et all (2014), permitem que uma simulagao possa
ser interativamente transformada utilizando um processo de deformacao do dominio.
Neste trabalho, um campo escalar é gerado a partir da funcao de fluxo do campo de
velocidade do fluido e pode ser entdao deformado pelo usuario. A simulacao final, respei-
tando a deformagao, é obtida utilizando o rotacional da funcao de fluxo.

Uma outra abordagem para controlar o escoamento do fluido durante toda a



2 Trabalhos Relacionados 13

simulacao foi definida no trabalho de Renhe (2017), que propoe a utilizagdo de campos
tensoriais de orientacao como parte do meio, de modo que, o tensor é capaz de defletir
o fluido transformando o campo de velocidade. O trabalho de |Vieiral (2020) aprofunda a
técnica ao introduzir um método de projegao anisotrépica utilizando o campo tensorial.
O presente trabalho optou por utilizar as equagoes modificadas de Navier-Stokes,
definidas por |Vieiral (2020) como base para simulacdo, de forma que o campo tensorial
gerado pelo método faca parte do meio e seja responsavel por controlar o escoamento do

fluido.
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3 Fundamentacao Tedrica

Este trabalho se baseia em varios conceitos e a compreensao destes conceitos é importante
para o entendimento do método proposto. Desta forma, nesse capitulo sao apresentados os
seguintes conceitos: Splines de Catmull-Rom, utilizadas para geracao das curvas; Tensores

de Orientacao; Equacoes de Navier-Stokes e Simulagao Anisotrépica de Fluido.

3.1 Funcoes Polinomiais e Splines

Uma funcao polinomial de n-ésimo grau em s é definida como:

n

y(s) = Z cps”

k=0 (3.1)

~1
=cyt+cs+ -+ 18"+ s,

onde n é um inteiro nao negativo e ¢ sao constantes, com ¢, # 0. De forma que quando
n = 3 tem-se um polinomio cubico, com n = 2, um polinomio quadratico e quando n = 1,
tem-se uma simples reta.

Polinomios podem ser utilizados para definir caminhos e formas, nestes casos, um
conjunto de pontos sao definidos e um ajuste de curva é realizando, construindo curvas
polinomiais que entre cada par de pontos. Cada segmento de curva pode ser definida de

forma paramétrica como:

(
T = Cpy+ CyyS+ 0+ an718n71 + ¢z, 8",
Y =cCyptepstotey, s e, 8" (3.2)
2 = Cy + Cx S +oet Czn718n71 + CZnSn7

\

ou na forma vetorial:

f(s) =co+cis+ -+ cp15" ' +cps”, (3.3)
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Figura 3.1: Spline de Catmull-Rom utilizando os pontos p_s, P_1, Pos P1, P2, Ps-

onde o parametro s varia no intervalo [0,1]. Os valores para os coeficientes de s sao
definidos nas condigoes de borda entre dois segmentos adjacentes. Uma das condicoes é
de que as curvas tenham as mesmas coordenadas na regiao de fronteira e a segunda é
que a derivada de ambas as curvas sejam iguais na regiao de fronteira, de forma que uma
curva continua e diferenciavel seja obtida. Tais curvas polinomiais definidas por partes

sao chamas de Splines (Hearnl, [1996)).

3.1.1 Splines de Catmull-Rom

Neste trabalho, tem-se interesse, em espacial, pelas splines de Catmull-Rom. Descritas
pela primeira vez por Catmull; Rom| (1974)), sdo uma classe de splines cubicas interpola-
tivas locais que combinam interpolagdo Lagrangeana e B-splines (Curvas de Bézier). A
Figura mostra um exemplo de curva gerada atravéz do método de Catmull-Rom
utilizando 6 pontos de controle.

Considere um segmento da curva polinomial cubica parametrizada pela variavel

s que varia no intervalo [0, 1], definida da seguinte forma:

f(s) =co+c1s+ Cos? + ¢35°, (3.4)

onde f(s) € R3 e os coeficientes de s, ¢y, €1, Co € €3, sa0 pontos obtidos através do

processo de ajuste da curva ao conjunto de pontos de controle {py, P, ***, P,,_1}, cOM
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Figura 3.2: Segmento gerado pelos pontos p_;, Py, Py, P, €m vermelho (a) e representacao

geométrica das restrigoes f(0), f(1), £(0), £ (1) (b)

n > 4, onde n é o numero de pontos de controle.

Dessa forma, a spline de Catmull-Rom definida por um conjunto de n — 2 seg-

mentos de curva polinomial cubica, onde cada segmento i é caracterizada pelas seguintes

restrigbes nas condigdes de fronteira entre segmentos de curva adjacentes (Twigg, |2003):

f0) =p;
f(l) = pi+1>
f(O) = T(pi+1 —Pi1)s

f(l) = T(Pi+2 - P,

(3.5)

onde 7 é o fator de "tensao”. A Figura (3.2) mostra a representacdo geométrica do

segmento ¢ = 0 e as restrigoes £(0), (1), £(0) e £(1).

Ao combinar as Equagdes (3.4) e (3.5)) é possivel obter os seguintes valores para

Cp, C1, Co € C3:

C =Dy

Ci = —TPj—1 + TPi1,

(3.6)

c; =@27)p; +(7=3)p;, + (3~ 27)Pi+1 — TPi12,

c3 = —TP;1 + (2—7)p; + (7 = 2)P;y1 + Piyo-
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Desta forma, é possivel representar f(s) como um produto de matriz:

0 1 0 0 Pi_1
-7 0 T 0 p;

f(s) = s"Mp = {1 s s 33} : (3.7)
2r 7—3 3—21t -7 Pii1

-7 2—7 T—2 T Piio

onde o produto Mp ¢é chamado matriz geométrica e é constante para todo o segmento

de curva formado por p;_;, Pi; Pit1s Pigo-

3.2 Tensores

Tensores sao utilizados classicamente na fisica para descrever grandezas como tensao
superficial e permeabilidade magnética. Nesses problemas é necessario descrever variacao
de quantidades em mais de uma dire¢ao. Valores escalares e vetoriais simplesmente nao
possuem informagcao suficiente, deste modo, recorre-se ao uso de tensores.

Segundo Kolecki| (2002)), tensores sao entidades matematicas que pode ser classi-
ficada de acordo com sua ordem n, indicando o niimero de componentes e as propriedades
que este representa. Além disso, o nimero de componentes também depende do espaco
euclidiano no qual ele esta inserido. Assim, o tensor possui k™ componentes, onde k ¢é a
dimensao do espaco. Como esse trabalho estd restrito ao R3, portanto, o niimero de com-
ponentes de um tensor é 3". Dessa forma, tensores podem ser vistos como generalizagao

de escalares e vetores, sendo:

e Escalares: Tensores de Ordem 0, possuem 1 componente e representam uma mag-

nitude.
— Exemplos: temperatura, massa, intensidade de corrente elétrica.

e Vetores: Tensores de Ordem 1, possuem 3 componentes e representam uma diregao

e uma magnitude.

— Exemplos: Velocidade, aceleragao e forga.
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e Diados: Tensores de Ordem 2, possuem 9 componentes e representam duas direcoes

e uma magnitude.

— Exemplos: Permeabilidade Magnética, tensao superficial e coeficientes de di-

fusao

Neste trabalho, tem-se interesse, em especifico, nos tensores de segunda ordem

em R3. Tais tensores podem ser representado como matrizes de transformacao linear 3 x 3:

t11 ti2 i3
T = |ty ty to

t31 t32 133

3.2.1 Tensores de Orientacao

Um caso particular de tensores é introduzido em |[WESTIN| (1994), chamados de Tensores
de Orientagao. Estes sao um caso especial de tensores de segunda ordem nao negativos e
simétricos, capazes de estimar orientagoes em um campo tensorial, o que o tornam ideais
para este trabalho.

Matematicamente, os tensores de orientacao de segunda ordem sao definidos

COo1mo:

T=>) \-e e, (3.8)
i=1

onde \; e e; sao os i-ésimos autovalor e autovetor, respectivamente.
E possivel, ainda, representar T em relacao as suas caracteristicas lineares, pla-

nares e esféricas da seguinte forma:
T - ()\1 - )\Q)Tl + ()\2 - )\3)Tp + )\3T5, (39)

onde T!, T? e T* sio as projecoes linear, planar e esférica, respectivamente.
O beneficio desta representagao é que ela permite analisar as caracteristicas
geométricas e orientagao dos tensores. Considerando os autovalores \; > Ay > A3, é

possivel classificar a forma geométrica dos tensores da seguinte maneira:
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Figura 3.3: Representagao geométrica dos tensores de orientacao variando os autovalores.
(Renhe| 2017)

e Linear: A\{ > Ay = A3;
e Planar: \; & Ay > A3;
e [sotrépico ou Esférico: A\ & Ay &= A3.

A Figura[3.3]ilustra a interpretagao geométrica dos tensores de orientagao lineares,

planares e isotropicos, assim como os tensores intermedidrios.

3.3 Dinamica de Fluidos

Segundo Fox et al (2011)), "Fluido é uma substancia que se deforma de forma continua
sob a aplicacao de uma tensao de cisalhamento nao importa quao pequena seja a tensao”.
Diferente dos sélidos que tendem a manter sua forma ou sofrer pequenas deformacgoes os
fluidos tendem a se mover livremente e se deformar com a menor das interacoes. Assim,
dado seu comportamento, substancias gasosas e liquidas podem ser considerados como
fluidos.

Na literatura, ha grande interesse na simulacao de seu comportamento, seja na
simulagao de situagoes reais como na engenharia ao projetar veiculos que dependem da
aerodinamica ou na computacao grafica, com uso crescente de fluidos tanto no uso do

entretenimento como visualizacao cientifica.
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3.3.1 Equacoes de Navier-Stokes

Segundo |Stam (1999), ha um consenso na literatura de que as equagoes de Navier-Stokes
modelam bem o problema de simulagao de fluidos, em especial as equacoes incompressiveis
Equagao sao as de principal interesse na drea de animacao na computacao grafica
(Bridson, 2015).

A Equacao [3.10] mostra uma versao vetorial das equagoes incompressiveis de

Nawvier-Stokes:

%+u-Vu+%Vp=g+VV-Vu
(3.10)

V-u=0
Onde u ¢ a velocidade do fluido, g é o campo vetorial de forca externa, p a pressao

do fluido, p a densidade do fluido e v o coeficiente de viciosidade.

3.3.2 Pontos de vista Lagrangeano e Euleriano

Segundo Bridson| (2015) existem duas abordagens para simulacao de fluidos: a forma
Lagrangeana e a forma Fuleriana.

A forma Lagrangeana trata a simulacao como um sistema de particula, onde cada
particula carrega as propriedades de velocidade, densidade, temperatura e pressao, além
da prépria posicao. Dentre os algoritmos bem conhecidos que empregam a visao Lagran-
geana estao métodos de vértice (Yaeger et al, [1986) e Smoothed-Particle Hydrodynamics
(Desbrun et al, [1996).

Ja a forma Fuleriana, ao invés simular as particulas do fluido, mede as propri-
edades em pontos fixos do dominio de simulacao. Geralmente empregando grades para
simular os sistemas, as propriedades de velocidade, densidade e temperatura sao armaze-
nadas nas células dessas estruturas.

Desta forma este trabalho, baseia-se na abordagem Euleriana, que segundo Brid-

son| (2015) simplifica o tratamento de derivadas espaciais e calculo de pressao do fluido.
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3.4 Simulacao Anisotrépica de Fluidos

O trabalho de Renhe (2017) estende as equagoes de Navier-Stokes Equacao (3.10]) inte-
grando a influéncia dos tensores como parte do meio. O trabalho de Vieira| (2020)) estende
o trabalho e define um método de projecao anisotropica utilizando o mesmo campo ten-

sorial, tendo como resultado:

(
0
a_‘tl = —u-Vu—1Vrp+vV-Vrou+ Tu-fu+g,
vou o (3.11)
dp
2 =-u-Vp+0V- -Vyp—ap+s.
\ Ot

O campo tensorial utilizado altera localmente o momento do fluido, influenciando
as etapas de adveccao, difusao e projecao, permitindo maior controle sobre os passos da
simulacao. O que justifica a escolha deste método como base para a simulacao de fluidos

neste trabalho.
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4 Método Proposto

O método recebe um conjunto de pontos que definem a curva por onde o usuario deseja
que o fluido escoe, além da parametrizagao dos tensores que serao gerados em cada uma

das trés regioes do dominio. Para isso, ele é dividido em trés etapas:

e Processamento da curva: Na primeira etapa do método, uma spline de Catmull-
Rom é criada a partir dos pontos de controle definidos e um conjunto do pontos e

suas respectivas tangentes sao obtidos através da rasterizacao da spline.

e Particionamento do dominio: A partir dos pontos rasterizados da spline obtidos na
etapa anterior, o dominio é particionado em trés regioes distintas e um conjunto de

vetores de orientacao é calculado para cada um dos voxels.

e (Calculo dos tensores: Os tensores de cada voxel sao calculados utilizando os vetores
de orientacao obtidos na etapa anterior e a parametrizagao dos autovalores definida

pelo usudrio.

4.1 Processamento da curva

A primeira etapa do método consiste em processar os pontos pelos quais o usuario deseja
que o fluido escoe. Para isso, é gerada uma estrutura de dados intermediaria que modela
uma spline que passa por todos os pontos. A partir desta estrutura sao gerados pontos
uniformemente distribuidos pelo caminho, assim como sua orientacao em relagao a spline.

Para garantir que o caminho gerado passe por todos os pontos definidos pelo
usuario, ¢ ideal que seja utilizada uma classe de spline interpolativa, onde tem-se a garantia
de que a curva passara por todos os pontos que a definem. Neste trabalho optou-se por

utilizar a classe splines de Catmull-Rom, definida na Segao [3.1]
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Figura 4.1: Exemplo de spline gerada utilizando apenas os pontos inseridos pelo usuario
(a) e spline incluindo os pontos p_; e p,,,; (b).

4.1.1 Pré-processamento dos Pontos de Controle

Uma das caracteristicas do método de Catmull-Rom, é que segmentos de curva sao de-
finidos de 4 em 4 pontos {p;, P;+1, Pis2, Piy3}, Para 0 < i < n — 3, de forma que p; e
P, 3 sao utilizado para calcular a tangente dos pontos p,,; € p;,,, sem que a curva passe
sobre eles. Dessa forma, ao se utilizar apenas o conjunto de pontos {py, Py, ---s Pp_1, Pt
definido pelo usudrio, obtém-se uma curva que passa apenas pelos pontos {p;, ..., P,,_1}-
Como este trabalho propoe o uso de uma curva que passe por todos os pontos, é necessario

que sejam criados dois pontos adicionais, da seguinte forma:

P_1 =Py + T(I)o - pl)a (4‘1>

Pni+1 = Py + 7—(pn - pn—l)? (42>

onde cada segmento da spline passa ser calculado utilizando o conjunto de pontos {p,_;, p;,

Pit1, Piya}, para 0 < i <n—2. A Figura (4.1)) ilustra a spline gerada sem e com os pontos

P_1 € Pni1-
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4.1.2 Calculo da Tangente

Ao se utilizar a Equagao (3.8) para construir um tensor, se faz necessario definir trés
vetores unitarios e ortogonais entre si, para que sejam utilizados como autovetores no
calculo do campo tensorial. Neste trabalho, optou-se por utilizar a tangente da curva
como base para o calculo dos trés vetores.

Para calcular a orientacao de cada ponto interno a spline, o primeiro passo é obter
a tangente da curva. Partindo da Equacao , é possivel obter a tangente da curva com

a derivada do polinomio f(s):

f'(s) = c1 + 2cys + 3c3s?, (4.3)

com os mesmos valores ¢, ¢y, c3 calculados na Equacao (3.6)). Desta forma, é possivel
reutilizar a matriz geométrica Mp da Equagao (3.7, calculada durante a geracao da

spline, e representar a derivada da curva da seguinte forma:

0 1 0 0 Pi_1

e -7 0 T 0 p;
f(s)=s"Mp= [0 1 25 3s . (44)

21 7—=3 321 —T| |Pin1

-7 2—-—7 T—2 T Pii2

Assim, o vetor tangente t pode ser obtido através da normalizacao da derivada da curva

calculada na Equagao (4.4)):
_ f(s)
1€ (s)II

A partir da tangente t é possivel definir uma base ortonormal utilizando dois

t

(4.5)

outros vetores unitarios e ortogonais entre si e em relacao a t. Embora tais vetores
possam ser derivados da prépria curva, neste trabalho, optou-se por defini-los utilizando
a distancia do voxel a curva.

Ao final desta etapa, a spline é discretizada uniformemente em relacao ao in-
terpolador s e, como resultado, é gerado um conjunto de pontos p; em conjunto com
sua tangente t;. A Figura ilustra os pontos e vetores de orientacao gerados para um

exemplo de curva em 2D.
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Figura 4.2: Segmento de spline formado pelo conjunto de pontos {py, Py, Ps, P3}- Nela
sao mostrados os pontos rasterizados p; e suas respectivas tangentes t; (vermelho).

4.2 Particionamento do Dominio

A partir dos pontos calculados na etapa anterior, o passo seguinte é particionar o dominio
em trés regioes: Interna, regiao de interesse onde espera-se que o fluido seja confinado;
Externa, regiao onde espera-se que o fluido nao escoe e Casca, regiao responsavel por
isolar as duas regides anteriores. Além disso, é necessario calcular a orientacao de cada
um dos voxels. Assim, além dos pontos gerados anteriormente, esta etapa também tem
como entrada 0s raios Tinterno € Tezterno quE delimitam o tamanho de cada uma das regioes.

Cada voxel na posicao (4, j, k) do dominio tem um rétulo rot; ;; que define a qual
regiao ele pertence além dos vetores de orientagao t;;x, n;j, bij;k, tangente, normal e

binormal, respectivamente. No inicio do método, esses valores sao definidos como:

(

rotix = EXTERNA,
ti, i,k - (1707())’
’ (4.6)
n;;r = (07 17 0)7
bi ik = (0, 0,1).
\

Em seguida, para cada um dos pontos pj, rasterizados na etapa anterior, sao
definidas duas regioes cilindricas concéntricas com Taio Tinterno € Texterno € altura h na
diregao t;, onde:

h=al[pj =P

Para os testes realizados, o parametro a = 0.8 se provou o suficiente para gerar campos
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sem falhas de cobertura, mesmo em regioes e alta curvatura.
Para cada voxel do dominio, utiliza-se as coordenadas cilindricas r e z do centro
do voxel v; j para verificar se 0 mesmo estd contido em uma das duas regioes definidas

anteriormente. O célculo de r e z é feito da seguinte forma:

r = ||Vijr — proj(vijr — Pyl wn

2=t (Vi,j,k: - pé),

onde proj,(v;;x — P’;) € a projecao da distancia do ponto p’; até o centro do voxel v; ;
sobre o vetor tangente t;. A Figura [4.3] ilustra as regioes utilizadas para a classificagao
dos voxels, assim como os valores r e z, projetado em 2D.

A partir das coordenadas r e z os voxels podem ser definidos como pertencentes
a regiao Interna, delimitada pelo raio 7juterno, & regiao da Casca, delimitada pelo raio
Texterno OU & Tegiao externa, caso contrario. Se o voxel for pertencente a regiao Interna ou

a regiao da Casca, sua rot; ; ¢ atualiza da seguinte forma:

INTERNA, =<

er S Tinterno

NS

TOtiijg =

CASCA, 2 <

€ Tinterno < T S Texterno

N>

Figura 4.3: Visualizacao do processo de divisao do dominio em 2D
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A Figura [£.4] ilustra o resultado da classificagdo dos voxels para um ponto e o

resultado final da classificacdo para todos os pontos p;.

4.2.1 Calculo da Orientacgao

Partindo da tangente t; do ponto pj, calculada na Equacao , é possivel definir uma
base ortonormal utilizando dois outros vetores n e b, normal e binormal, respectivamente,
de forma que t, n e b sejam vetores unitarios e ortogonais entre si.

Neste trabalho, optou-se por calcular o vetor normal n para cada voxel utilizando

a distancia d do seu centro ao ponto p;:
/
d = Vijr— P

Para garantir a ortogonalidade dos vetores, n foi definido da seguinte forma:

_d—(d-t)t
ld—(d- )t

n

(4.8)

Tendo definido t e n, o terceiro vetor b pode ser facilmente obtido através de um
produto vetorial simples:

b=nxt. (4.9)

(a) Resultado da divisao para um ponto da (b) Resultado da divisao para todos os pon-
curva. tos da curva.

Figura 4.4: Exemplo de divisdo de dominio em trés regides: Interna (Amarelo), Casca
(Roxo) e Externo (Azul).
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Por fim, caso o voxel tenha sido classificado como pertencente a regiao Interna,
ou a Casca, os vetores t;, n e b sao acumulados aos respectivos vetores de orientacao do

voxel: .

tijx = tijr+ t,

ni:jvk = nl:.j:k + n7

bk = bijk +b.
4.3 Criacao do Campo Tensorial

A ultima etapa do método consiste em utilizar a classificacao e os vetores de orientacao
de cada voxel, obtidos anteriormente, para o calculo do campo tensorial final. Para
isso, o usudrio deve definir trés conjuntos de autovalores, A; = {Ar,, A1y, A1}, A =
{Acz, Aoy, Ac:} € Ap = {Ags, Ay, Ag:}, para os tensores das regides Interna, Casca e
Externa, respectivamente.

O primeiro passo dessa etapa é obter, para cada voxel, trés vetores e,, e, ¢ e,
formando uma base ortonormal em R?, para que sejam utilizados como autovetores do
tensor no voxel. Pra isso, t;;, 0, %, bijx, sao ortonormalizados através do processo de

Gram-Schmidt (Bjorck], 1994):

_ _tigk
T Tl
ik
{ e — Mgk Proje,Mijik (4.10)
= ) 7 .
4 an‘,j,k*PmJez ik ||
e, — bi,j,k—Proje, bi,j s —Proje, bi ik
z — . . ?
( ||bs,5k—Proje, bi,j k—Proje, bij k|

onde proje_ () e proje, (+) sdo os operadores de projecao sobre os vetores e, e e,, respec-
tivamente:
w-u

proj,w = ——u.
u-u

Em seguida, um conjunto de autovalores é selecionado com base na classificagao

rot; j, €, em conjunto com os autovetores obtidos na Equacao (4.10]), o tensor T ;; do

voxel é calculado utilizando a Equagao (3.8)):
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Figura 4.5: Exemplo de spline (a) e a representagao geométrica do campo tensorial gerado

(b) utilizando os conjuntos de autovalores A; = {1,1,1}, A¢ = {1,0.05,1} e Ap =

{1,1,1}.

(

Az€sel + Aryege] + Ape.el se rot;jy = INTERNA,

Tijk = Aczezel + )\cyeyeg + Ac.e.el  se rot; j, = CASCA, (4.11)

Apz€s€r + Apyeel + Ap.e.el  serot;j, = EXTERNA.

\

Como resultado, tem-se um campo tensorial T, calculado a partir da curva de-
finida pelos pontos passados como parametro, que pode ser utilizado diretamente na
Equagao (3.11) para simulacdo anisotrépica de fluidos. A Figura ilustra a repre-

sentacao grafica do campo tensorial gerado para um conjunto de pontos.
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5 Resultados

Para avaliar o método proposto nesse trabalho, foram definidos trés splines para testar
diferentes aspectos da simulagao. Para cada uma das splines, foram realizados experi-
mentos com conjuntos distintos de autovalores A;, A¢ e Ag, tais valores foram definidos
partindo do principio utilizado por |Vieira (2020)) de utilizar tensores planares para dividir
o dominio em regioes distintas.

As simulagoes foram feitas utilizando um simulador implementado com base na
solucdo no modelo de equagoes de Navier-Stokes proposto por |Vieiral (2020), com o campo
tensorial T, resultante do processo de construgao proposto neste trabalho diretamente nas
Equacoes .

Todas as simulagoes foram feitas utilizando uma grade de 40 x 40 x 40 voxels e
em cada uma delas, foi inserida uma forga externa na dire¢ao tangente a spline, além da

forca de empuxo definida pela seguinte equagao:
Semp = K(h — hamp) k — vpk, (5.1)

onde k é o vetor canonico (0,0, 1), h é a temperatura do fluido, hg,, é temperatura média
do dominio, calculada toda iteracao e p é a densidade do fluido. Os parametros k e v

variaram para simulacao.

5.1 Curvas com Pontos de Controle Colineares

Com o propésito de testar a capacidade do campo tensorial de conter o fluido dentro da

regiao de interesse, foi definida uma spline com 2 pontos (veja a Tabela,formando uma

Ponto Coordenadas
Po (0, 0.35, 1)
jol} (1, 0.35, 0)

Tabela 5.1: Pontos de controle definindo uma reta horizontal.
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Figura 5.1: Spline de uma reta horizontal definida por 2 pontos.

reta horizontal. A Figura [5.1]ilustra o conjunto de pontos e a spline resultante utilizada
para a simulagao.

Para mesma spline foram realizados dois experimentos, um utilizando tensores
isotrépicos em todo o dominio e outro utilizando tensores planares na regiao da Casca.
Ambas as simulacoes utilizaram o mesmo conjunto de parametros, sendo o coeficiente de
difusao # = 0.001, o coeficiente de viscosidade ¢ = 0.075, a fonte de densidade externa
s = 0.001, fonte de calor hy = 0.1 e forga externa g posicionada na base da spline com a
diregao tangente a curva e modulo ||g|| = 0.11 e fatores de empuxo k = 1.0 e gravidade
v = 0.025.

E importante notar que a Equacao pode ser vista como uma generalizagao
das equacoes de Navier-Stokes para casos anisotrépicos e, quando o campo tensorial T
é a matriz identidade I3, as equacoes sao revertidas a forma isotrépica como a Equacao
(13.10)).

Por esse motivo, para ser utilizado como base de comparacao, os conjuntos de
autovalores foram definidos como A; = {1,1,1}, A¢ = {1,1,1} e Ag = {1,1,1}, tendo
como resultado um campo tensorial isotrépico no qual todos os tensores sao a matriz
identidade Is.

A Figura mostra a simulacao para o campo tensorial isotrépico. Note que,
apesar da forca externa empurrando o fluido na direcao da curva, o empuxo faz com que

a densidade flutue, saindo da trajetéria definida.
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.

.
Figura 5.2: Frames 36, 78, 120, 162, 204, 246, 288 e 330 da simulagao da curva com pontos
de controle colineares utilizando campo tensorial isotropico.

5.1.1 Campo Tensorial com Casca Planar

Com o intuito de apenas separar a regiao Interna da regiao Externa, neste experimento
os conjuntos de autovalores foram definidos como A; = {1,1,1}, A¢ = {1,0.05,1} e
A ={1,1,1}. Dessa forma, tantos os tensores da regiao Interna, quanto a Externa tem
seus tensores definidos como a matriz identidade e os tensores da Casca, definidos como
tensores planares com o autovetor com menor autovalor associado alinhado com a normal
do cilindro. A Figura [5.3|ilustra a representacao geométrica do campo tensorial gerado.
A Figura ilustra o resultado da simulacao utilizando o campo tensorial com

a Casca de tensores planares. Observe que mesmo com o empuxo, o fluido permanece

~ 5@::‘:3-:,;35',

g

Figura 5.3: Campo tensorial gerado para curva com dois pontos colineares utilizando os
conjuntos de autovalores Ay = {1,1,1}, A¢ = {1,0.05,1} e Ag = {1,1,1}. Os tensores
isotropicos da regiao Externa foram omitidos pra facilitar a visualizagao.
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Figura 5.4: Frames 36, 78, 120, 162, 204, 246, 288 e 330 da simulagao da curva com pontos
de controle colineares utilizando tensores planares na regiao da Casca.

confinado entre a regiao Interna e a Casca.

5.2 Curvas com Pontos de Controle Coplanares Sem
Inflexao

Com o propoésito de testar a capacidade do campo tensorial manter o fluido dentro da
regiao de interesse em regioes de curvatura nao nula, foi definida uma spline com 7 pontos
coplanares (veja a Tabela , formando uma curva planar sem inflexdao. A Figura
ilustra o conjunto de pontos e a spline resultante utilizada para a simulacao.

Assim como no conjunto de testes anterior, para mesma spline foram realizados
dois experimentos, um utilizando tensores isotropicos em todo o dominio e outro utilizando
tensores planares na regiao da Casca. Ambas as simulagoes utilizaram o mesmo conjunto
de parametros, sendo o coeficiente de difusao 6 = 0.001, o coeficiente de viscosidade

¢ = 0.075, a fonte de densidade externa s = 0.001, fonte de calor hg = 0 e forca externa

Ponto Coordenadas Ponto Coordenadas
Po (0.05, 0.05, 0.95) Py (0.65, 0.55, 0.35)
o8} (0.2, 0.2, 0.8) Ps (0.8, 0.55, 0.2)

P, (0.35, 0.35, 0.65) | | pg (0.95, 0.49, 0.05)
Ds (0.5, 0.49, 0.5)

Tabela 5.2: Conjunto de pontos de controle definindo uma reta planar sem inflexao.
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Figura 5.5: Spline gerada utilizando 7 pontos de controle coplanares e sem inflexao.

g posicionada na base da spline com a dire¢ao tangente a curva e modulo ||g|| = 0.11.
Nestes experimentos tanto a gravidade quanto o empuxo foram removidos utilizando os
parametros Kk =0 e v = 0.

Para definir a base de comparacao entre o uso de campos tensoriais e a si-
mulacao utilizando as equagdes isotrépicas de Navier-Stokes, assim como na Segao [5.1]
foi construido o campo tensorial isotropico definido os conjuntos de autovalores como
Ar={1,1,1}, Ac ={1,1,1} e Ap = {1,1,1}.

A Figural5.6]ilustra o resultado da simulagao utilizando o campo tensorial isotrépico.
Note que apesar do fluido passar pela trajetoria definida durante a maior parte da si-

mulacao, o fluido deixa de acompanhar a trajetoria assim que sua curvatura aumenta.

Figura 5.6: Frames 36, 78, 120, 162, 204, 246, 288 e 330 da simulacao da curva planar
sem inflexao utilizando campo tensorial isotrépico.
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Figura 5.7: Campo tensorial gerado para curva com sete pontos coplanares utilizando os
conjuntos de autovalores Ay = {1,1,1}, A¢ = {1,0.05,1} e Ag = {1,1,1}. Os tensores
isotropicos da regiao Externa foram omitidos pra facilitar a visualizagao.

5.2.1 Campo Tensorial com Casca Planar

Da mesma forma como no exemplo da curva formada por dois pontos, as regices Interna
e Externa foram separadas utilizando tensores planares na regiao da Casca. O campo
tensorial foi gerado definindo o conjunto de autovalores A; = {1,1,1}, A¢c = {1,0.05,1}
e Ap = {1,1,1}. A Figura ilustra a representacao geométrica do campo tensorial
gerado.

O resultado da simulagao é exibido na Figura Observe que, durante toda a
simulagao, o fluido permanece confinado na regiao Interna, se acumulando na fronteira

entre as regioes Interna e Casca conforme se aproxima da regiao de maior curvatura.

Figura 5.8: Frames 36, 78, 120, 162, 204, 246, 288 e 330 da simulacao da curva planar
sem inflexao utilizando campo tensorial com planares na regiao da Casca.
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Ponto Coordenadas Ponto Coordenadas

Po (0.95, -0.01, 0.72) P, (0.05, 0.59, 0.28)
P, (0.81, 0.07, 0.89) Ps (0.19, 0.67, 0.11)
P (0.61, 0.16, 0.99) Py (0.39, 0.76, 0.01)
Ps (0.39, 0.24, 0.99) P1o (0.61, 0.84, 0.01)
Py (0.19, 0.33, 0.89) P (0.81, 0.93, 0.11)
Ps (0.05, 0.41, 0.72) Pio (0.95, 1.01, 0.28)
P (0, 0.5, 0.5)

Tabela 5.3: Conjunto de pontos de controle definindo uma curva nao planar.

Neste exemplo o campo tensorial consegue impedir que o fluido escoe pela regiao
Externa durante toda a simulacao. E importante notar, também, que a utilizacao do

campo tensorial reduz a vorticidade do fluido.

5.3 Curva com Pontos de Controle nao Coplanares

Para avaliar o comportamento do fluido em casos mais complexos, com curvas nao plana-
res, foi definida uma spline com 13 pontos (veja a Tabela [5.3]). Os pontos de controle p;,
tal que 0 < ¢ < 13 distribuidos de forma que suas coordenadas (z;, y;, z;) sao calculadas

da seguinte forma:

2 = sin(%%).
\

A Figura ilustra o conjunto de pontos e a spline resultante utilizada para a simulagao.

Para mesma spline foram realizados trés experimentos, o primeiro utilizando

Figura 5.9: Spline gerada a partir dos pontos definidos pela Equacao ([5.2))
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tensores planares na regiao da Casca, o segundo utilizando tensores planares na regiao
da Casca e lineares na regiao Interna e, por fim, um experimento utilizando tensores
isotropicos com autovalores menores que 1.0 na regiao Externa, tensores planares na
regiao da Casca e lineares na regiao Interna.

Todas as trés simulagoes utilizaram o mesmo conjunto de parametros, sendo
o coeficiente de difusao # = 0.001, o coeficiente de viscosidade ¢ = 0.075, a fonte de
densidade externa s = 0.001, fonte de calor hy = 0.1 e forga externa g posicionada na
base da spline com a diregdo tangente a curva e modulo ||g|| = 0.055 e fatores de empuxo
k = 1.0 e gravidade v = 0.025. Nestes exemplos, a forca externa, a fonte de densidade e

a fonte de calor foram inseridas somente até o frame 150.

5.3.1 Campo Tensorial com Casca Planar

Utilizando o mesmo principio dos exemplos anteriores de isolar a regiao Interna da regiao

Externa utilizando tensores planares, neste exemplo os conjuntos de autovalores foram
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Figura 5.10: Campo tensorial gerado para curva com treze pontos nao coplanares utili-
zando os conjuntos de autovalores A; = {1,1,1}, A¢ = {1,0.05,1} e Agp = {1,1,1}. Os
tensores isotropicos foram omitidos pra facilitar a visualizacgao.
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definidos como A; = {1,1,1}, A¢ = {1,0.05,1} e Ap = {1,1,1}, gerando tensores
isotropicos igual a matriz identidade T = I3 nas regioes Interna e Externa do dominio
e tensores planares como o autovetor com o menor autovalor associado alinhado com a
normal da spline. A Figura mostra a representacao geométrica do campo tensorial
gerado.

O resultado da simulagao ¢ ilustrado pela Figura Note que, mesmo utili-
zando uma forga externa com modulo menor que os exemplos anteriores, o campo tensorial
nao é capaz de conter o fluido dentro da trajetéria, ou fazer com que o fluido escoe até
o final da curva. No frame 250 ja é possivel observar o fluido escoando para a regiao

Externa.

dd

Figura 5.11: Frames 25, 70, 115, 160, 205, 250, 295, 340, 385, 430, 475, 520, 565, 610, 655
e 700 da simulacao da hélice utilizando tensores planares na regiao da Casca.
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Figura 5.12: Campo tensorial gerado para curva com treze pontos nao coplanares utili-
zando os conjuntos de autovalores A; = {1.2,0.5,0.5}, A¢c = {1,0.05,1} e Ap = {1,1,1}.
Os tensores isotrépicos foram omitidos pra facilitar a visualizacao.

5.3.2 Campo Tensorial com Casca Planar e Regiao Interna Li-

near

Com o intuito de aumentar o controle sobre o fluido e restringir a troca de densidade e
velocidade entre a regiao Interna e a regiao da Casca, além dos tensores planares na Casca,
neste exemplo, também foram utilizados tensores lineares na regiao Interna. Para isso, os
conjuntos de autovalores foram definidos como A; = {1.2,0.5,0.5}, Ac = {1,0.05,1} e
Ap ={1,1,1}. A Figura[5.12]ilustra o campo tensorial gerado.

Note que os tensores da regiao Interna possuem autovalores maiores que 1.0 no
valor associado ao autovetor com direcao tangente a curva e valor menor que 1.0 nos
demais, desta forma, velocidades alinhadas a tangente da curva sao amplificadas enquanto
as demais sao reduzidas.

A Figura[5.13|ilustra o resultado da simulagao utilizando o campo tensorial cons-

truido. Nesta simulacao ¢é possivel observar que os tensores lineares da regiao interna em
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Figura 5.13: Frames 25, 70, 115, 160, 205, 250, 295, 340, 385, 430, 475, 520, 565, 610, 655
e 700 da simulacao da hélice utilizando tensores planares na regiao da Casca.

conjunto com os tensores planares na regiao da Casca sao capazes de levar o fluido até o
final da trajetéria, no entanto, nem toda a densidade permanece confinada entre a regiao
Interna e a Casca, parte dela escoa para a regiao Externa, onde pode se movimentar sem

nenhuma restrigao.

5.3.3 Campo Tensorial com Casca Planar, Interior Linear e Ex-

terior Dissipativo

Para reduzir a troca de densidade entre a regiao da Casca e a Externa, neste exemplo foram
utilizados os seguintes conjuntos de autovalores: A; = {0.5,1.2,0.5}, A¢ = {0.5,0.05,0.5}

e Ap = {0.05,0.05,0.05}. Desta forma, a regiao Externa foi preenchida com tensores
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Figura 5.14: Campo tensorial gerado para curva com treze pontos nao coplanares
utilizando os conjuntos de autovalores A; = {0.5,1.2,0.5}, A¢c = {0.5,0.05,0.5} e
Ag = {0.05,0.05,0.05}. Os tensores isotropicos foram omitidos pra facilitar a visua-
lizacao.
isotropicos com autovalores menores que 1.0, agindo como dissipadores de momento e
dificultando as trocas de densidade e velocidade. Além disso, os tensores planares da regiao
da Casca tiveram seus autovalores associados a tangente e binormal da curva reduzidos.
A Figura ilustra a representacao geométrica do campo tensorial.

A Figuralb.15|mostra o resultado da simulagao utilizando o campo tensorial. Note
que além de ser mais efetivo que os exemplos anteriores em levar o fluido até o final da

curva, o campo tensorial foi capaz de manter toda a densidade confinada entre a regiao

Interna e a Casca durante toda a simulacao.
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Figura 5.15: Frames 25, 70, 115, 160, 205, 250, 295, 340, 385, 430, 475, 520, 565, 610,
655 e 700 da simulacao da hélice utilizando tensores lineares na regiao Interna, planares
na regiao da Casca, e isotrépicos com autovalores menores que 1 na regiao Externa.
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6 Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um método de construgao de campos tensoriais utilizando
splines de Catmull-Rom geradas a partir de pontos por onde deseja-se que o fluido es-
coe. Durante todo o processo de desenvolvimento do método foram testados diferentes
conjuntos de pontos e para cada conjunto, diferentes configuracoes de campos tensoriais.

A partir dos resultados foi possivel observar que para curvas mais simples como
curvas definidas por pontos coplanares, que nao apresentam pontos de inflexao, a uti-
lizagao de campos tensoriais com tensores planares na regiao da Casca foi o suficiente
para manter o fluido confinado na regiao de interesse de forma que ele escoasse pela tra-
jetéria. Para curvas mais elaboradas, maior cuidado é necessario durante a escolha de
parametros para a geragao do campo tensoriais. Os resultados para o caso apresentado
na Segao [5.3 mostram que tensores isotrépicos dissipativos, com norma menor que 1.0,
na regiao Externa e tensores lineares na regiao Interna sao configuragoes validas e podem
servir como ponto de partida para a definicao de parametros para outras curvas.

E importante notar que, ainda que o método tenha sido capaz fazer o fluido escoar
pela trajetéria e de manté-lo confinado na regiao de interesse, ele pode nao ser ideal para
utilizagao direta em sistemas de animacao. Nos resultados, foi possivel observar a reducao
de detalhes e vorticidade durante a simulacao do fluido. A utilizacdo de esquemas de
confina¢ao de vortices como o proposto no trabalho de [Fedkiw| (2001) pode ser ttil para
destacar a vorticidade reduzida pela utilizacao de campos tensoriais.

Uma das principais limitagoes do método estd relacionada ao elevado custo com-
putacional da solucao das equacoes modificadas de Navier-Stokes propostas por Vieira
(2020). O problema requer um resolvedor de sistemas assimétricos de equagoes, o que
pode ser consideravelmente mais custoso que métodos para solucao de sistemas simétricos.
Desta forma, a utilizacao de resolucoes elevadas pode se tornar proibitiva. Como alter-
nativa, para uso em sistemas de animacao, a simulacao pode ser realizada em conjunto
com técnicas de refinamento de detalhes como a proposta no trabalho de Kim| (2008)

que, a partir do campo de velocidade de uma simulacao em baixa resolucao, realiza um
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processo de upscaling e utiliza wavelets para reintroduzir turbuléncias no campo ja em
alta resolucao.

Diante dos resultados obtidos, é possivel concluir que o método desenvolvido é
capaz de gerar um campo tensorial que controle o fluido de forma que este escoe pela tra-
jetoria definida, no entanto um estudo mais aprofundado é necessario para que o método

possa ser empregado em solugoes para animagao de fluido de forma pratica.
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