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Aos meus pais,

sem eles eu nao seria ninguém.



Resumo

Este trabalho trata sobre o problema da simulagao computacional de fluidos. Apre-
senta abordagens e métodos para realizar a simulagao baseados na busca de solucao
para as equacoes de Navier-Stokes. Sao apresentados os fundamentos necessarios para
a compreensao do problema com foco na simulagao de fluidos difusivos utilizando uma
abordagem Euleriana. Para finalizar, este trabalho demonstra os passos necessarios para
implementacao e visualizacao desta simulacao.



1 Introducao

Fluido é uma matéria que se deforma continuamente a medida que forcas sao aplicadas
sobre seus corpos. Como exemplos de fluidos tém os liquidos, os gases, os plasmas e

também os soélidos plasticos.

Os fenomenos fluidos englobam uma grande gama de eventos como: vento, fogo,
fumaca, ondas do mar e ondas induzidas por outros objetos. Esses fenomenos sao de
visivel importancia, portanto assim também sao suas simulagoes computacionais. Porém,
por mais simples e ordinario que esses fendmenos possam parecer eles sao complexos e

dificeis de simular.

Na realizacao da simulagao sao importantes todas as propriedades fisicas que governam
o comportamento desta matéria, como a gravidade, pressao interna e as forgas viscosas.
A preocupacao com as limitacoes computacionais relacionadas 4 poder computacional

também sao importantes para que o tempo de resposta da simulacao seja aceitavel.

A simulacao de fluidos é uma area de estudos bem estabelecida. Mas, ainda com

muitos problemas em aberto no seu campo de pesquisa.

1.1 Definicao do Problema

Esta monografia abordara o problema relacionado a modelagem matematica dos flui-
dos e sua simulacao em computadores. Serao analisadas suas limitagoes, seu desempenho

e possiveis melhorias.

Fluidos tém um comportamento muito complexo devido a interagao de varios feno-
menos fisicos, sendo assim necessario muito rigor em sua simulacao. Desta forma, surgem

varios subproblemas que também serao abordados nesta monografia.

Um destes problemas esta relacionado a melhor forma de representar o espago real

que é continuo em um espaco discreto, ou seja, qual a melhor forma de se discretizar
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o espaco ao qual os fluidos estao contidos. Também deve se preocupar na iteracao dos
fluidos com o seu entorno, pois para simular o fluido temos que analisar o suporte em que

ele esta envolto e seu escoamento através deste.

1.2 Objetivos

O objetivo priméario deste trabalho é a apresentagao e o estudo de métodos de si-
mulacao de fluidos, seus modelos matematicos e computacionais. Como objetivos se-

cundarios oriundos do objetivo primério temos:

e explicitar matematicamente os conceitos relacionados a dinamica de fluidos;
e claborar um modelo computacional para simulacao de fluidos;

e propor e implementar possiveis melhorias;

1.3 Visao Geral

Para explanar o assunto, este trabalho esta organizado nos capitulos listados a seguir:

O Capitulo intitulado de “Fundamentos da Dinamica de Fluidos ”, apresenta os prin-
cipais conceitos para o entendimento da dinamica de fluidos, como as questoes de incom-
pressibilidade e a cinematica dos fluidos. Durante todo o capitulo é definido o modelo
matematico da dinamica de fluidos. Por isto, uma secao muito importante refere-se as

Equacoes de Navier-Stokes, que sao as equacoes que governam a dinamica dos fluidos.

O foco principal do Capitulo “Simulacao Computacional da Dinamica de Fluidos
”é a busca por uma solu¢ao numérica para as equacoes de Navier-Stokes. Por isto sao
explanadas questao como a discretizagao do espaco, e demonstrados métodos numéricos
para a solucao de problemas como a adveccao e a difusao. E no decorrer do capitulo é

explanado como aplicar computacionalmente os métodos explicitados.

Para aplicar todos os conceitos vistos no desenvolver deste trabalho foi realizado uma
implementagao destes métodos, e os experimentos realizados e os resultados obtidos sao
encontrados no Capitulo “Experimentos e Resultados 7. Neste capitulo foram mostradas
diversas configuragoes para a simulacao de fluidos difusivos, como o ar e a fumaga. E

foram obtidos resultados satisfatorios dentro do objetivo proposto.
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2

O Capitulo “Conclusao 7, comenta o trabalho desenvolvido e discorre sobre as difi-

culdades encontradas e as melhorias que podem ser realizadas.

Também é apresentado um Apéndice que contém algumas definicoes matematicas

relevantes para a compreensao do trabalho, como a derivada material e o divergente.
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2 Fundamentos da Dinamica de
Fluidos

A matéria pode ser classificada em tres estados: sélido, liquido e gasoso. A dinamica
de fluidos trata da matéria nos estados liquido e gasoso. “Um pedago de material sélido
tem uma forma definida, e esta forma s6 se modifica quando existe uma mudancga nas
condicgoes externas. Uma porc¢ao de fluido, por outro lado, nao tem uma forma predefinida,
e diferentes elementos de um fluido homogéneo podem ser rearranjados livremente sem

afetar as propriedades macroscépicas desta por¢ao de fluido ” (BATCHELOR, 2002).

A intensidade das forcas que mantém as moléculas unidas é uma das propriedades
fisicas que diferem os fluidos dos sélidos. Os fluidos nao tém uma topologia e nem uma

geometria definida, ja que estas se modificam a medida que forgas sao aplicadas sobre o
fluido.

Os fluidos sao incapazes de manter sua forma porque a energia potencial das forgas
intermoleculares é pequena em relacao a energia cinética associada a vibracao de cada
molécula. Esta forca intermolecular também é uma das caracteristicas que diferem os

liquidos dos gases.

Outra propriedade que separa os liquidos dos gases é a densidade. A densidade de
uma matéria no estado liquido é muito maior do que no estado gasoso. Mas a diferenca
mais importante entre as propriedades dos fluidos estd relacionada a sua elasticidade,

também chamada de compressibilidade.

A grande maioria das propriedades dos fluidos estao ligadas & sua estrutura molecular
e as forcas que atuam sobre ele. Entao, a seguir serao abordados alguns topicos necessarios

para um melhor entendimento da dinamica dos fluidos.
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2.1 Elementos Fisicos de um Fluido

2.1.1 Pressao

A pressao p é definida como a razao entre o mdédulo da forca normal a superficie f e

a unidade de drea do fluido a.

p=1 (21)

Em uma distribuicao uniforme, todos os pontos do fluido situados & mesma profun-

didade possuem a mesma pressao.

.

Figura 1: Representagao da pressao sobre uma unidade de fluido.

A pressao exercida sobre a superficie de um fluido se transmite para todos os pontos
do liquido com a mesma intensidade. Dividindo o fluido em partes, cada parte indi-
vidualmente exercera uma forca perpendicular a area das outras partes adjacentes, ou
seja, mesmo nao existindo uma pressao externa, o peso de cada parte do fluido, exer-
cerd pressao sobre as outras partes. Também se verifica que regioes com alta pressao

empurrarao regioes de baixa pressao.

2.1.2 Densidade

A densidade média p é definida como a razao entre a massa m do fluido e seu volume
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=5 (2.2)

A densidade também estd ligada a pressao, pois, um fluido mais denso exercera maior
pressao sobre um fluido menos denso. A densidade da agua é aproximadamente 1000
kg/m? e a do ar aproximadamente 1.3 kg/m?, observa-se que a densidade da dgua é
aproximadamente 700 vezes maior do que a do ar. Assim a pressao exercida pela agua é
muito maior do que a exercida pelo ar. Analisando todo o espaco que contem o fluido,
e tomando uma regiao com densidade maior do que seu entorno, pode-se observar uma

maior concentragao de fluido nesta regiao.

2.1.3 Viscosidade

A viscosidade esta relacionada ao atrito interno que ocorre no escoamento de um
fluido, as camadas adjacentes do fluido exercem forgas retardantes uma sobre as outras.

Este fenomeno surge devido a coesao entre as moléculas do fluido.

Em um fluxo continuo, define-se fluxo laminar quando as camadas adjacentes escoam
com suavidade umas sobre as outras. E fluxo turbulento quando a velocidade do fluxo

aumenta e o fluxo se torna desordenado, com movimentos irregulares e pseudo-aleatérios.

A diferenca desta propriedade é observada em materiais como o mel e o alcool, onde
o mel é mais viscoso do que o dlcool. Acarretando um escoamento mais retardado do mel
em relacao ao alcool. A viscosidade cinemética v mede o quao viscoso um fluido é. Sendo

definida como:

v="—. (2.3)
onde, p é o coeficiente de viscosidade dinamica inerente a cada material.

Intuitivamente pode-se entender a viscosidade como sendo a forca que tenta fazer
com que uma particula se mova com uma velocidade semelhante a particulas que estao
proximas a ela. Entao ela tenta minimizar a diferenca de velocidade entre as partes do
fluido que estao proximas. Por isto podemos utilizar o laplaciano, explanado no Apéndice

A.3, para indicar a viscosidade em um determinado fluxo:
uV-Vu (2.4)

onde u representa o vetor velocidade daquele fluxo.
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2.2 Incompressibilidade

Nesta secao sera explanada uma propriedade do fluxo chamada de compressibi-
lidade. Observa-se que o volume dos fluidos é modificado a medida que forcas atuam
sobre seus corpos. Uma prova disto sao as ondas sonoras, que resultam da perturbacao

no volume do fluido.

Fluxo incompressivel Fluxo compressivel

Qo) - Qtn) Q) # Qt)

DO -0 —<>

Figura 2: Variacao do volume 2 em um fluxo compressivel e incompressivel.

E mais facil de verificar esta propriedade nos gases, mas os liquidos também tém
seu volume modificado. Normalmente estas alteragoes no volume nao sao muito grandes.
O estudo do comportamento dos fluidos sobre estas circunstancias, chamada de fluxo
compressivel, é complicada e muito cara para se simular, sendo mais importante no
campo da acustica. No nosso estudo somente serao abordados fluxos incompressiveis.
Em um fluxo incompressivel a densidade de cada particula a; de material permanece a

mesma durante o movimento.

Pa; (ta f) - pai(th 23_()) (25)

onde, a densidade da particula a; em qualquer tempo ¢ e posicdo ¥ permanece a mesma

encontrada nas condigoes iniciais tg e .

Consequientemente, a derivada material explicada no Apéndice A.4 sera igual a zero.

Dp
— =0 2.6
Di (2.6)
Algumas vezes incompressibilidade é erroneamente tida como propriedade do fluido e
nao do fluxo, mas ela depende somente da velocidade do fluxo. Ressaltando que ao dividir
o fluido em partes esta propriedade nao implicard que p seja constante em cada parte,

pois as massas e volumes serao diferentes.
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2.3 A Hipoétese de Continuidade

Sao a partir das leis de conservacao da massa, do momento e da energia que as equagoes
diferenciais que governam a dinamica de fluidos sao derivadas. “E de costume formular
as leis de conservacao sob a suposi¢ao que o fluido é um meio ’continuum’ (hipétese de
continuidade). Assim as propriedades do fluxo, como densidade e velocidade podem ser
descritas como sendo grandezas escalares dependente do tempo ou campos vetoriais em

R? 7 (WESSELING, 2000).

Nos liquidos esta hipdtese é sempre satisfeita, pois suas moléculas permanecem muito
proximas umas das outras. Diferente dos gases, onde existem consideraveis regioes de
vacuo separando suas moléculas, e esta hipétese somente é satisfeita em algumas situacoes

(WESSELING, 2000, p.2).

Neste estudo, somente serao abordados fluidos que satisfazem a hipétese de conti-

nuidade.

2.4 Forcas Atuando em um Fluido

Considerando-se um fluido em um determinado momento ¢, existem dois tipos de

forcas sendo exercidas:

e Forcas de contato (superficie). Estas forgas sao exercidas sobre uma superficie 0f2
do fluido. Como exemplos destas forcas temos a pressao exercida pelo contorno que

envolve o fluido e a forca de friccao exercida por outras particulas do fluido.

e Forgas externas (& distancia), exercidas em uma porgao do volume do fluido, devido

a alguma causa externa como gravidade e o electromagnetismo.

2.5 Cinematica

Cinematica deriva do Grego kivnois e significa movimento. Observando o fluido
como um conjunto de moléculas pode-se descrever o movimento de uma molécula utili-
zando a mecanica classica. Assumindo os trés eixos mutuamente ortogonais que formam
o sistema cartesiano de coordenadas. Um ponto no fluido pode ser identificado por estas

coordenadas cartesianas ¥ = (x,y, z).
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Cada ponto no fluido estd associado a um vetor posigao que comeca na origem do
eixo cartesiano e termina no ponto especifico. A coordenada cartesiana do ponto é igual
aos componentes do vetor posi¢ao. Este é definido como positivo ou negativo de acordo
com a projecao do vetor posi¢ao no eixo correspondente. A coordenada cartesiana de um

ponto representa geometricamente a entidade associada ao vetor posicao.
Podemos descrever o ponto Z em fungao dos versores (7,7,k) como sendo:
T = xi+yj+ zk, e seu vetor velocidade da forma: @ = g7+ uyj+ u.k.

Verifica-se entao que a mecanica classica pode ser aplicada para solugao envolvendo

a cinematica das moléculas.

“O movimento de um corpo sélido nao deformavel, chamado de corpo rigido, pode ser
descrita: em termos de dois vetores: o vetor velocidade e o vetor translacao, a velocidade
angular do vetor de rotagao e em qual centro especifico a rotacao ocorre. Um corpo
rigido ¢ orientado pelo vetor velocidade, e rotacionado devido a velocidade angular que é
fixada no centro de rotacao designado, o movimento de um fluido nao pode ser geralmente
descrito em termos de dois vetores somente. Uma estrutura mais avancada ¢ necessaria

para representar a extensa familia de movimentos ” (POZRIKIDIS, 2001).

Em 1822, Claude Navier, e em 1845, George Stokes formularam um conjunto de
equacoes que descreveriam o movimento das substancias fluidas. Estas equacgoes estabe-
lecem que mudancas no momento e aceleragao de uma particula fluida sao simplesmente
o resultado das mudancas na pressao e forcas viscosas dissipativas atuando dentro do
fluido. Assim essas equacoes receberam o nome de equacoes de Navier-Stokes e sao um
dos mais titeis conjunto de equagoes, porque descrevem a fisica de um grande nimero de
fenomenos de interesse economico e académico. Elas sao usadas para modelar o clima,
corrente oceanicas, fluxos da dgua em canos, movimentos das estrelas dentro da galéxia,
propagacao de fumaca em incéndios, projetos de aeronaves e carros, estudo do fluxo

sangiiineo, projeto de usinas de forca, andlise dos efeitos da poluigao, entre outros.

2.6 As Equacoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes sdo um conjunto de equagoes diferenciais parciais nor-

malmente descritas da seguinte forma:

7y 1
%ﬂ; Vi+ - Vp =g+ vV Vi (2.7)



2.6.1 Equacao do Momento

A primeira equagao diferencial (Eq. 2.7) é uma equacao vetorial, denominada Equa-

m
.
a

cao do Momento. Pode ser obtida através da lei de Newton F = E mostra como

sera a aceleracao do fluido a medida que forcas externas atuam sobre ele.

Tomando o fluido como um sistema de particulas, viu-se que podemos utilizar a
mecanica classica. Esta particula terd uma massa m, um volume 2 e uma velocidade

u. Temos que a aceleracao da particula é dada por:

Du
i=— 2.9
“= Dt (2.9)
Substituindo na lei de Newton temos:
Du .
— = F 2.10

Analisando as forcas que atuam sobre a particula, temos a gravidade, a pressao e as

forcas viscosas. Substituindo na Equacao 2.10:

Du . .

My =M - QOVp + QuV-Vu (2.11)
onde, o primeiro termo do lado direito da equagao representa a forca da gravidade atuando
sobre o fluido, definida como mg. O segundo termo, —Q2Vp, denota a forca da pressao
por unidade de volume. O sinal negativo nesta parcela ocorre pois, por defini¢ao, uma
pressao positiva atua interiormente, e a pressao analisada estd atuando na superficie do

fluido. O terceiro termo, QuV- V1, denota as forgas viscosas por unidade de volume.

Obviamente obtém erros ao assumir o fluido como um conjunto de particulas, entao
toma-se o limite quando o numero de particulas tender ao infinito e o tamanho das
particulas tenderem a zero. Porém esta abordagem colocara erros no nosso problema,
por que a massa m e o volume {2 estao indo para zero. Resolvemos entao dividindo a

Equacao 2.11 pelo volume €2.

Du

Du Vi 2.12
Py = PG = Vo +pV-Vi (2.12)

Dividindo ambos os termos pela densidade p:
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1
L Svp=g+Lv.va (2.13)
P P

Substituindo a viscosidade cinematica v, definimos a equagao do momento:

Dii
F?* SVp=g+uV-Vi (2.14)

2.6.2 Condicao de Incompressibilidade

A segunda equacao diferencial (Eq. 2.8) é imposta para restringir o dominio dos
fluidos a serem regidos por este conjunto de equacoes. Ou seja, esta equacao impoe
que a incompressibilidade vista na Secao 2.2 tem que ser respeitada para se obter uma

modelagem correta para o problema.

Como visto, em fluidos incompressiveis nao ocorre alteracao no volume. Tomando
um bloco arbitrario de fluido b em um instante de tempo t. Ao realizar a integracao da
componente normal da velocidade em volta da superficie do fluido pode-se medir o quao

rapido o volume deste pedaco de fluido se modifica.

:/Ljrﬁ (2.15)

onde, 2 representa a volume do pedaco de fluido, 92 sua superficie de contorno e n o

componente normal da velocidade.

Para fluidos incompressiveis nao ocorrera a mudanca de volume, portanto:

/Zgrﬁzo (2.16)

Agora podemos utilizar o Teorema do Divergente para obtermos uma integral sobre

o volume. Assim obtemos:

/X/ m ig 0 (2.17)

aplicando a definicao de divergente:

J[[v-a=o (2.15)
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Esta equacao deve ser verdade para qualquer regiao escolhida e por conseqiiéncia
para qualquer €2 escolhido. Entao a tunica funcao que ao integrar obtém-se o valor zero
independentemente do volume de integracao é o préprio zero. Desta forma o integrando

deve ser igual a zero:

V-i=0

Assim obtemos a segunda parte das equacoes de Navier-Stokes.

2.6.3 Equacoes de Euler

A viscosidade é extremamente importante ao se simular mel, lava e outras substancias
viscosas. Mas em algumas simulacoes sua contribuicao pode ser omitida por se considerada
insignificante. Simplificando assim, o conjunto de equagoes que deverao ser simuladas

numericamente.

Muitos métodos de simulacao numérica introduzem erros, e estes erros podem ser
fisicamente reinterpretados como viscosidade. Desta forma, mesmo omitindo a viscosidade

nas equagoes, os erros numéricos se encarregarao de representa-la na simulacao.

As equacgoes de Navier-Stokes sem o termo referente a viscosidade sao denominadas
Equacoes de Euler, e um fluido sem viscosidade é chamado de inviscido. As equagoes

incompressiveis de Euler sao definidas da seguinte forma:

4+ Vp=g (2.19)
p

2.7 Euler e Lagrange

Ao analisar o movimento de um fluido continuo, pode-se realizar uma abordagem

Fuleriana ou Lagrangiana.

2.7.1 A Visao de Lagrange

Na abordagem Lagrangiana o fluido é tratado como um sistemas de particulas. Onde

cada ponto no fluido é classificado como uma particula separada. Esta particula tem
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uma posicao Z, uma velocidade , e outras caracteristicas como uma densidade especifica.
Pode-se fazer um paralelo com as moléculas do fluido, onde cada particula representa uma
molécula do fluido. Um conjunto discreto de particulas geralmente estao conectados em
uma malha, e como visto na Secao 2.5 a mecanica cldssica pode ser aplicada na abordagem

Lagrangiana.

Figura 3: Representacao da visao de Lagrange em R

2.7.2 A Visao de Euler

Na visao de Euler, ao invés de abordar cada particula, observa-se pontos fixos no
espago e analisa como as grandezas do fluido (como densidade, velocidade, temperatura,
entre outras) se comportam naquele ponto, com o decorrer do tempo. Possivelmente o
fluido esta passando por estes pontos e provocando algum tipo de mudanca. Por exemplo,
se um fluido com uma alta temperatura seguido por um fluido com baixa temperatura
passam por um ponto fixo no espaco, a temperatura naquele ponto vai aumentar e di-
minuir, sem que necessariamente a temperatura de alguma particula se modifique. Além
disso, as grandezas de uma particula do fluido podem se modificar e esta modificacao

provocar alteracoes nas grandezas em mais de um ponto no espago.

Figura 4: Representacao da visao de Euler em R2.



22
2.7.3 Um Comparativo

A abordagem Lagrangiana em alguns aspectos é mais intuitiva do que a Euleriana.
Mas esta é melhor para se trabalhar analiticamente, utilizando as derivadas parciais,
como os gradientes de pressao e viscosidade. Além de ser mais facil realizar aproximagoes
numéricas utilizando as derivadas parciais em um ponto fixo, do que em um conjunto

arbitrario de particulas em movimento.

Numericamente, a visao de Lagrange corresponde a um sistema de particulas, podendo
ou nao existir uma malha conectando estas particulas. Ja a visao de Euler, corresponde
a utilizacao de grades fixas no espaco, e esta estrutura nao se modifica a medida que o

fluido passa sobre ela, o que modifica sao as caracteristicas analisadas naquele ponto.

Pode-se analisar um exemplo para evidenciar as diferencas das abordagens: Ao coletar
informacoes sobre o clima de uma regiao utilizando a abordagem Lagrangiana, utilizaria-
se um balao flutuando de acordo com o vento, e mediria todas as grandezas, como pressao
e temperatura, encontradas no ar presente no balao ao longo de sua trajetéria. Na abor-
dagem Euleriana, estas grandezas seriam medidas em um ponto fixo no espago, como uma
torre por exemplo, e seria analisado as alteracoes nas grandezas do ar que passa por este

ponto.

2.8 Condicoes de Contorno

Até o presente momento somente foram levantadas questoes relacionas ao fluido.
Nesta secao serao abordadas questoes relacionadas ao ambiente ao qual o fluido pertence
e seu impacto na simulagao. Este ambiente varia de simulacao para simulacao, podendo
ser um terreno com suas imperfei¢des, um copo, um aquario cubico, ou seja, qualquer
suporte com o qual o fluido pode interagir. E quanto mais complexo este contorno, mais

complexa sera sua simulacao.

Neste trabalho serao abordadas duas condigoes de contorno: paredes sélidas sem
imperfeicoes e superficies livres, como o ar, que nao influenciarao o fluido. Outros
contornos mais complexos, como a interacao entre dois fluidos distintos, nao serao abor-

dados, sendo encontrados em outras literaturas (HONG; KIM, 2005).
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2.8.1 Paredes Solidas

A parede solida com a qual o fluido esta em contato pode ser expressa em termo da

velocidade:

i-i=0 (2.20)

onde, a componente normal n da velocidade @ do fluido serd igual a zero. Significando
que o fluxo de um fluido nao ird transpor uma parede sélida. Neste caso n = 0, pois o
solido nao esta em movimento. Caso o sélido esteja em movimento a componente normal

da velocidade @ do fluido serd igual a componente normal da velocidade g4, do sélido:

—

u-n= ﬁsélido N (2‘21)

Percebe-se que o fluido ainda pode mover-se na direcao tangente a superficie do sélido,

pois somente a componente normal 7 da velocidade foi restrita.

2.8.2 Superficies Livres

As superficies livres representam onde o fluido nao é modelado. Por exemplo simu-
lando a uma gota de agua da chuva caindo. Provavelmente durante a queda, a superficie
do fluido nao estard em contado com uma superficie solida, estarda em contato somente
com o ar. Porém como visto na Se¢ao 2.1.2, a densidade da agua é aproximadamente 700
vezes maior do que a do ar, por isto o ar nao é capaz de provocar alteracoes significativas
na agua. Pode-se entao simplificar o modelo e assumir o ar sendo representado como uma
superficie livre, levando em conta somente a pressao atmosférica do ar. Como em um
fluxo incompressivel somente a diferenca de pressao importa, podemos assumir um valor
constante arbitrario para a pressao p nas superficies livres, sendo zero o mais conveniente.
Desta forma uma superficie livre é onde p = 0, e nao é necessario controlar a velocidade

em qualquer direcao.

Outro caso que se enquadra na especificacao da superficie livre, é quando um dominio
restrito de uma simulagao, como por exemplo simulando fumaga no ar livre. O dominio
completo seria toda a superficie da terra, entao restringe-se o dominio para uma regiao
menor, onde analisa-se o comportamento deste fluido. Desta forma, especifica-se uma

grade que cobre toda a regiao de interesse. E no exterior desta regiao o fluido continua
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existindo, mas nao sera simulado. Isto permite o livre transito do fluido sobre esta regiao,
entao consideramos esta como uma superficie livre, porém nao existe uma superficie limi-

tadora visivel.
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3  Simulacao Computacional da
Dinamaica de Fluidos

Neste capitulo seréa abordada uma descrigao euleriana da dinamica de fluidos. Serao

descritas formas numéricas de se solucionar as equacoes de Navier-Stokes.

3.1 Discretizacao

Para se trabalhar computacionalmente com problemas reais, como a movimentacao de
um fluido, tem-se que representar computacionalmente todos os componentes envolvidos.
Desta necessidade surge uma questao relacionada a como representar objetos reais no

computador.

Diferente do mundo real, onde o espaco em que os objetos estao inseridos é continuo,
no computador este espaco é discreto. Em um espaco discreto pode-se aplicar métodos

numéricos para se obter a soluc¢ao do problema desejado.

Para obtengao de simulagao numérica eficiente, os valores dos campos que representam
as grandezas envolvidas como velocidade e pressao devem ser de facil acesso. Desta forma

a discretizacao das equacgoes e dos campos vetoriais devem ser levadas em conta.

Uma das abordagens eulerianas mais adotadas refere-se ao uso de grades para re-
presentar os elementos da simulacao. Mas mesmo assim ainda existem varios tipos de

grades.

3.1.1 Grades Cartesianas Uniformes

As grades cartesianas uniformes sao bastante utilizadas na computacao. Uma grade

ser cartesiana significa que cada célula da grade é alinhada com os eixos cartesianos. Desta
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forma temos o dominio U em R? como sendo o paralelepipedo:
U= [a,b] x [e,d] x [f,9] ={(z,y,2) ER}|a<z<bec<y<de f<z<g} (3.1)

e discretiza-se este paralelepipedo utilizando os pontos de um reticulado tridimensional

(lattice) com A = (Ax, Ay, Az).

U' = {(zi,y5, z) € Ul = iAw,y; = jAy, 2z, = kAz; 4,5,k € Z; Ax,Ay,Az € R}
(3.2)
Cada célula, denominada por voxel, ¢ representada em R? por suas coordenadas (7,5,k).

Em R? o dominio pode ser discretizado analogamente.

e Grade Centralizada: Este é um tipo especial de grade cartesiana uniforme. Na
Grade Centralizada todos os campos sao representados no centro de cada célula.
Desta forma, a velocidade, e todas as outras propriedades estarao localizadas no

centro do voxel.

e Grade Balanceada: Neste tipo de grade, diferentes variaveis sao representadas em
lugares diferentes. Neste trabalho serda adotado um tipo de grade balanceada cha-

mada de Grade MAC, e suas vantagens que serao explanadas a seguir.

3.2 Grade MAC

A grade MAC (Marker and Cell) surgiu em 1965, desenvolvida por Harlow e Welch
especificamente para fluxos em superficies livres. Baseada nas grades balanceadas, a grade
MAC facilita a aplicacao do método de diferencas finitas para investigagao da dinamica

de fluidos incompressiveis.

Na grade MAC, diferentes variaveis sao armazenadas em diferentes localidades. Em

duas dimensoes (Fig. 5), a pressao é amostrada no centro da célula, indicada por p; ;.

As velocidades sao separadas em suas componentes cartesianas (u, v), sendo u corres-
pondente ao eixo cartesiano x e v correspondente ao eixo y. Desta forma a componente u
¢ amostrada no centro das faces horizontais da célula e v no centro das faces verticais. Na
Figura 5, tem-se por exemplo, u;41/2; € u;—_1/2; representando esta amostragem no eixo
T € U y1/2 € Vjj—1/2 N0 eixo y. Em trés dimensoes, a grade MAC ¢ montada da mesma
forma, com a pressao no centro da célula e as trés componentes de velocidade (u,v,w)

divididas, e amostradas no centro de cada face correspondente (Fig. 6).
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Figura 6: Grade MAC tridimensional.
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A grade MAC permite a obtengao de uma derivada central precisa para o gradiente
da pressao e para o divergente da velocidade, utilizados nos métodos numéricos que serao
explanados neste capitulo. Para melhor entendimento considere por exemplo a obtencao

da derivada de uma quantidade ¢, amostrada em uma grade diferente da MAC.

Para estimar dq/0x no ponto ¢ da grade, utiliza-se a seguinte forma da derivada

dq _ Qi+1 — 4i—1
(8:5)2. T 2Ax (3:3)

mas o problema desta formula é que ela estima a derivada no ponto ¢ mas ignora comple-

central:

tamente o valor de ¢;. Esta peculiaridade pode ser desastrosa em algumas situacgoes.

Por exemplo, pode-se assumir que uma funcao é constante quando sua primeira deri-
vada é zero, ao observar uma funcao periédica como na Figura 7, amostrar ela em uma
grade nao MAC e aplicar a formula da derivada central (Eq. 3.3), conclui-se que esta

funcao é constante, o que obviamente nao é verdade (Fig. 7).

1+

9

Figura 7: Grafico de uma funcao periddica.

Pode-se utilizar a grade MAC para resolver este problema. Pois, amostrando os
valores de ¢ na metade do caminho, consegue-se obter a aproximacao da derivada central

naturalmente.

dq qi+1/2 — Gi—1/2
— | x— 4
(3:10)1. Ax (3.4)

Esta formulagao nao omite nenhum valor de ¢ como a Equacao 3.3. E quando seu valor
for igual a zero, realmente tem-se uma funcao constante. Ao se realizar a simulagao esta
abordagem ¢ facilmente aplicada no tratamento da pressao e da incompressibilidade. Mas
uma das desvantagens desta abordagem ocorre quando necessita-se por exemplo, calcular
o vetor velocidade em algum ponto no espaco, ja que algum tipo de interpolacao tera que
ser realizada, pois as componentes em diferentes eixos nao estao diretamente conectadas.

Esta questao fica mais explicita analisando estas aproximagoes em trés dimensoes como
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a seguir.
. [ Yic1y2k T Uz+1/2g ko Vij—1/2,k T Vij+1/2,k Wijk—1/2 + Wi j,k+1/2
ui7j7k - ) 2 ) (3-5)
ij—1/2,kTVij+1/2 kT Wi j k—1/2FW5 5 k+1/2+
- i U1+1,j—1/2 EFVit1,5+1/2,k Wit k—1/2FTWit1 5 k+1/2
Uit1/2,5,k = Uit1/2,5,k> 4 ) A (3-6)
Wi—1/2,5,kTWit1/2,5k Wi, j,k—1/2FWi 5 k+1/27F
— o Ui—1/2,541, k:+uz+1/2 j+1,k wi,j+1,k71/2+wi,j+1,k+1/2
Uij+1/2k = s Vij+1/2,k 1 (3.7)
Ui—1/2,5,kTWit1/2,5,kT Vi j—1/2,kTVi j+1/2,kT
- o Uy 1/2,j,k+1+u1+1/2,],k+1 Vi j—1/2,k+11Vi j4+1/2,k+1
Ui jktl/z = ; 1 s Wi j k+1/2 (3.8)

Podendo ser obtida de forma andloga em duas dimensoes.

3.3 Visao Geral da Simulacao Numérica

Devido a complexidade das equagoes de Navier-Stokes (Eq. 2.7), o processo para
resolve-las numericamente nao é simples. Com o intuito de simplificar este processo, a
equacao ¢ dividida em componentes menores, e mais faceis de solucionar. Estas compo-
nentes podem ser resolvidas sucessivamente produzindo a solucao completa do problema.
Pode-se realizar esta operacgao, pois, quando a taxa de modificacao de uma quantidade
genérica é a soma de varios termos distintos, a atualizacao desta quantidade pode ser

obtida computando e adicionando um termo de cada vez.

Para as equagoes de Navier-Stokes (Eq. 2.7), assume-se as seguintes componentes:

e Forgas aplicadas no fluido;

ol =
=F
ot
e Adveccao;
g‘t’ @ Vii=0

e Atualizagao da pressao - Controle de incompressibilidade.

ou 1
-Vp=0
ot i P b
V-i=0
e Difusao;
ou

ot
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3.3.1 Forcas Aplicadas no Fluido

Este é o mais simples dos processos de simulacao de fluidos. Ele representa a aplicagao

de todas as forcas externas que atuam no fluido, como por exemplo, a gravidade.

ot =

—=F 3.9

T (3.9)
Utilizando o Método de Euler (PATEL, 1994) para solugao desta EDP obtemos que a

contribuicao de cada forca externa no componente velocidade u é dado da seguinte forma:

—n+l _ -n nil
ui%k — Ui7j7k + At N Fi7]7]€ (310)
onde ufﬁ ¢ o vetor velocidade depois da contribui¢ao de uma forca externa Fj ;. que

foi aplicada naquele ponto.

3.3.2 Advecgao

A adveccao pode ser descrita como o transporte de uma quantidade de um atributo
genérico q através do fluxo do fluido. A parte da equacao de Navier-Stokes que representa

a advecgao é a seguinte:

A yi-vii=0 (3.11)

ou utilizando a defini¢do de derivada material (Secao A.4) :

Dq
— =0 3.12
Este EDO pode ser definido em uma dimensao como:

dq dq
— — =0 3.13
ot "ou (3:13)

e sua solugao pode ser encontrada substituindo as derivadas pelo método das dife-
rencas finitas em uma grade MAC:

ntl _ g —

At 2Ax
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onde q?“ representa o valor de um atributo ¢ decorrido um espaco de tempo At, e

Ax a distancia entre duas células da grade em relacao ao eixo x.

Assim obtém-se o novo valor do atributo:

m g A0 3.15
4" =g Ui oA (3.15)

Mas este método ¢é instavel ao se adotar grandes espagos de tempo por isto nao sera
utilizado na implementacao. Desta forma, pode-se utilizar outros métodos mais estaveis

como serd visto a seguir.

3.3.2.1 Meétodo Semi-Lagrangiano

Como intuitivamente a advecgao é a for¢ca do movimento do fluido, agindo sobre ela
mesma, os valores da velocidade irao se mover adiante de acordo com o vetor veloci-
dade. Este procedimento refere-se a abordagem Lagrangiana vista na Sub-secao 2.7.1 e

foi apresentado por Jos Stam em 1999 (STAM, 1999).

Como a discretizacao do espaco, utilizando grades, impossibilita a abordagem La-
grangiana pura, Stam elaborou o Método Semi-Lagrangiano. Este método é incondicio-

nalmente estavel e tem seu principio em um sistema de particulas.

A idéia deste método é analisar o movimento de uma particula imaginaria transpor-
tando um atributo genérico ¢ ao longo de uma trajetéria. Assim, pode-se utilizar o vetor
velocidade para a partir de um ponto 0; retroceder a advecgao até ao ponto de origem o,

e neste ponto verificar qual o valor que foi transportado do ponto oy, para o ponto 0;.

O ponto de origem é obtido da seguinte forma:

o, = op — Atuy, (3.16)

Ressaltando que ao realizar a adveccao a partir deste ponto chega-se ao ponto que
estd sendo analisado no momento. Isto é, o novo valor do atributo ¢ em um ponto no

espaco o0; € justamente o antigo valor de ¢ que a particula tinha ao partir do ponto oy, .

Desta forma sabe-se de onde o atributo partiu, falta descobrir qual o seu valor na-
quele ponto. Como normalmente o ponto inicial nao é um ponto que foi amostrado na
grade, utiliza-se uma interpolacao para obter uma boa aproximagao de seu valor. Esta

interpolacao pode ser bilinear em R? e trilinear em R3.
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Figura 8: Advecgao inversa: retrocedendo de um ponto 0; a um ponto oy,

n+1.

Explicitando o valor de g,

)" = interpolacdo(q", 0; — Atug,) (3.17)

Na pratica serd necessario realizar a adveccao do vetor velocidade, e dos atributos
adicionais como densidade e temperatura. Usualmente na grade MAC estes atributos
adicionais sao armazenados no centro da célula, mas a velocidade é armazenada como
discutido na Secao 3.2. Neste caso, para estimar a trajetoria da particula imagindria sera

necessario usar a velocidade estimada naquele ponto.

Apesar de estavel para qualquer At, este método acarreta uma perda de volume. Isto
significa que nao pode ser utilizado para realizar a adveccao de campos que necessitam de
uma alta precisao. No entanto pode ser utilizado na simulacao de substancias difusivas

como a fumaca, pois a perda de volume tende a ser natural.

3.3.3 Atualizacao da Pressao e Controle de Incompressibilidade

Ao realizar os passos anteriores a condicao de incompressibilidade nao foi ressaltada.
No entanto para o fluxo ser natural o vetor velocidade deve respeitar a lei de conservacao

da massa. Entao esta propriedade é garantida adicionando o termo de pressao as equagoes
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de Navier-Stokes. Desta forma tem-se:

ou

1

-V
ot + p
V.

ST
(I
o o
—
i
—_
Nej
S~—

Verifica-se que o primeiro termo representa subtrair da velocidade intermediaria @ o
gradiente da pressao:

. 1
= i — At=Vp (3.20)
p

e o resultado deve respeitar o segundo termo:

Veurtl =0 (3.21)
Assim obtém-se:

- 1
V-urtl = V- (u-— At;Vﬁ) (3.22)

1
= V-u— At;V- \%7 (3.23)
=0 (3.24)

1

& At;V~ Vp = V-u (3.25)

A Equacao 3.25 também é conhecida como Equacao de Poisson para o atributo
pressao. E pode ser resolvida usando diferentes métodos numéricos. Como o Algoritmo
do Gradiente Conjugado Precondicionado (BRIDSON; MiLLER-FISCHER; GUENDELMAN,
2006), o Método em Multigrade (STAM, 1999), ou métodos mais simples como o Método
de Jacobi e Gauss-Seidel (PATEL, 1994).

Primeiramente vamos analisar o lado direito da Equacao 3.25, referente ao calculo
do divergente de u. Utilizando a definigdo de divergente (Apéndice A.2) e o método de
aproximagao por derivadas centrais em uma grade MAC obtém-se:

S Ui41/2,5,k — Ui—1/2,4,k Vi,j+1/2,k — Vi j—1/2,k Wi jk+1/2 — Wi jk—1/2
V. il — / / + / / + / /

Ax Ax Ax

(3.26)

Da mesma forma vamos analisar o lado Esquerdo da equacgao, agora utilizando a

defini¢ao do Laplaciano (Apéndice A.3).
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Atlv- Vi = Atlpi-l-l,j,k +Pi—1 ik T Pij+1k+Pij— 1k +Pigk+1 T Pigk—1— 6Dijk
p p

Az?
(3.27)
Isolando a componente de pressao desconhecida p; j r, tem-se:
1 pAL*V -
1
Pigk = 6 (p?ﬂ,j,k R R I o PR ViR Vi e N
(3.28)

Isto implica que, se o valor do divergente for calculado primeiro utilizando (3.26), a
atualizacao da pressao pode ser computada iterativamente utilizando os seguintes passos

para o Método de Jacobi:

paran = 0
p’=0

paran > 0

n+l __ 1 n n n n n n _ pAxV-i
Dijk = & (piJrl,j,k TPk TPkt P16 T Pijer1 TPk I

Assim que a pressao for calculada a velocidade pode ser atualizada de acordo com

(3.20).

1

—-n+1 —n n n

uz;rk = Uik — 2pAT (pzill]k —D; ——Hl]k) (3.29)
1

-n+1 —n n n

Uz;rk = Vijk 2pAx (pzji 1,k szlf 1,k) (3.30)
1

-n+1 -n n n

wz;rk = Wik — 2pAz (pz',er,lk 1 pi,—ji'_,lk 1) (3.31)

3.3.4 Difusao

O termo das equacoes de Navier-Stokes responsavel pela adveccao é vV- Vi e descreve

o efeito da troca de massa entre as células vizinhas.

Assim como na adveccao, a difusao é adicionada aplicando o método de aproximacao

por derivadas centrais diretamente no termo responsavel pela adveccao. Obtendo assim:

1
—-n+1 __ —n —n —n, —n, —n, —n, —n
Aty = Aty (T e+ Tar g + T jrge + T + Ty + Gy — 6075 )
(3.32)

onde, v é a viscosidade cinematica e Ax a discretizacao espacial.
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Apés AT™ ser computado para todos os pontos da grade, o vetor velocidade é

atualizado com relacao a difusao:

Tty = Uy + AT, (3.33)

Porém este método é instavel para grandes valores de v e At. Desta forma na imple-

mentagao sera utilizado outro método para realizar a difusao.

Ao invés de resolver (3.33) utilizando (3.32), a atualizagao da velocidade devido a

difusao é encontrada resolvendo:

—n _ —rn+1 —n+1
Uy = Uy g — AU (3.34)

Intuitivamente isto pode ser compreendido como a busca pelo vetor velocidade, que
ao se realizar o inverso da difusao obtém-se o vetor velocidade conhecido. Pode-se re-
solver este problema utilizando o Método de Gauss-Seidel (PATEL, 1994). Ao realizar a

discretizacao utilizando um método de primeira ordem como o das derivadas centrais,

tem-se:
—n _ —vn—i-l —n+1
Uijn = Uigp = Djy,
_ —n+l Aty(—vn-i-l iy —n+1 iy —n+1 iy —n+1
- ui,j,k Ax? z—l—l gk Ui—1 gk i,5+1,k i,j—1,k
—n+1 —n+1 —n+1
+uz g k41 +u i,5,k—1 — 6u 7, k) (335)

Isolando o componente velocidade desconhecido Tﬁ
u; a
—rn+1 .5,k —rn+1 —rn+1 —rn+1 —»n+1 —m+1 —m+1
,jk 1+ 6a 1+6a(z+1,jk+ ’L—ljk‘+ ’Lj+1k‘+ i,j— 1k+ 1],k+1+ 0,J,k— 1) (336)

_ Aty
onde, a = 375.

Desta forma os passos para a solucao iterativa do método numérico pode ser formado

como a seguir:

paran = 0
-0
Ui =0
paran > 0

—n+1 ﬁ?]k a ( )
Uik = Tr6a + Trea Witk T U1 gp T Tijan + Uiy + Upjpn + Uijpa
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Figura 9: Representacao da difusao em duas dimensoes
3.3.5 O Solucionador

Depois que todos os passos envolvidos na solucao foram explanados, serd mostrado

como organiza-los para obter o solucionador.

O solucionador tratard basicamente de duas grandezas, a velocidade @ em todo a
grade e a densidade p do fluido. A pressao estard sendo levada em conta implicitamente

dentro do procedimento de atualizacao de pressao e incompressibilidade.

Depois instanciadas as condigoes iniciais para velocidade e densidade é executa sub-
seqiilentemente os procedimentos de adicao de forga, difusao, adveccao e atualizacao de
pressao de acordo com a mudanca do ambiente. Os algoritmos explanados a seguir repre-
sentam um tnico passo do solucionador, o que corresponde ao decorrer de um tempo At.

O numero de passos executados ¢ indeterminado, e varia de simulacao para simulacao.

Ao analisar as equagoes de Navier-Stokes, Stam afirma que “Esta equagao indica que
as mudancas na densidade em um tinico passo da simulagao ocorrem devido a trés causas.
O primeiro termo diz que a densidade deve seguir o vetor velocidade, o segundo indica
que a densidade deve sofrer difusao de acordo com alguma taxa e o terceiro termo diz que

a densidade aumenta devido a alguma fonte. ”(STAM, 2003).

Ao realizar uma abordagem incremental resolve-se este passo do ultimo termo para o

primeiro, obtendo assim o seguinte algoritmo para a atualizacao da densidade.
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Algoritmo 1 Atualizagao da densidade
addforce(p)
difusion(p)
advect(p)

Assim como para a densidade, Stam afirma que para a atualizagao da velocidade as
equacoes de Navier Stokes indicam que “a velocidade durante um passo de tempo muda
devido a trés causas: a adicao de forcas, difusao viscosa e a adveccao da prépria velocidade.
7(STAM, 2003). Obtemos assim o algoritmo de atualizagao da velocidade, incluindo o
passo de conservacao de massa e atualizacao de pressao, convencionalmente chamado de
Projecao. Ressaltando que a velocidade é uma grandeza vetorial com trés componentes,

entao tem que realizar os procedimentos acima para cada componente separadamente.

Algoritmo 2 Atualizagao da velocidade
addforce(u;)
addforce(uy);
addforce(u});
difuse(uy);
difuse(uy);
difuse(u});
projection();
advect (uy);
advect(uy);
advect(u);

Assim esta definido o passo basico do solucionador e no proximo capitulo serd expla-

nado como foi realizado a implementagao do mesmo.

3.3.6 Representacao Computacional

Nesta implementacao para discretizar o espaco foi utilizado um grade regular com
altura, largura e comprimento iguais a 32 unidades. Para representar a velocidade foram
utilizados 3 vetores, um para cada componente. A densidade também foi representada

como um vetor.

Como este simulador nao é independente em relacao ao tempo, ou seja, o préximo
passo depende da informacao do passo anterior. Foram utilizados vetores auxiliares para

poder armazenar a grandeza do passo anterior.
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4  FExperimentos e Resultados

Alguns métodos de simulacao de fluidos demonstrados em secoes anteriores foram

implementados e seu desenvolvimento e resultados serao explanados a seguir.

O foco desta implementagao é simular fluidos difusivos, como por exemplo a fumaca.
Assim podemos aplicar os algoritmos de atualizacao de pressao e densidade descritos na

Secao 3.3.5 para realizar esta simulacao.

4.1 Rotinas

4.1.1 Adveccao

A rotina que implementa a adveccao foi nomeada de advect, como a adveccao é realiza
para diversas grandezas como a densidade e a propria velocidade, este procedimento recebe
uma grandeza genérica e realiza a adveccao. Por se tratar de uma simulagao de um fluido
difusivo, para realizar a difusao foi utilizado o Método Semi-Lagrangiano como vista na

Secao 3.3.2.1.

4.1.2 Forcas Aplicadas no Fluido

Esta rotina foi chamada de addforce e no passo de atualizagao da densidade, ela é
responsavel por realizar a adicao de densidade em locais desejados do ambiente. Ja na
atualizacao de velocidade é responsavel por refletir o impacto da insercao de uma forca

no ambiente. E é implementada utilizando a técnica da Secao 3.3.1.

4.1.3 Difusao

Por ser mais estavel o segundo método da Secao 3.3.4 foi utilizado para realizar a

difusdo. A difusao é aplicada tanto para a densidade quanto para a velocidade. Para
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realizar a solucao do sistema linear referente a difusao foi utilizado uma implementacao
do Método de Relaxagao de Gauss-Seidel. Os passos para a solucao iterativa deste método
numérico foram implementados de acordo com a especificacao da Secao 3.3.4.Esta rotina
recebeu o nome de diffuse e no passo da velocidade a difusdao ocorre com respeito a

viscosidade do fluido e no passo de densidade ela ocorre seguindo a taxa de difusao do

fluido.

4.1.4 Projecao

Para esta secao responsavel pelo controle da incompressibilidade e atualizagao da
pressao foi dado o nome de project. Este nome ¢é associado a este rotina pois ,em algebra
linear, projecao ¢ um operador especial que se vocé aplicd-lo duas vezes vocé obtéem o

mesmo resultado que aplica-lo uma tnica vez, assim como este método.

Na Secao 3.3.3 foi explanado como este método deve ser aplicado, e o solucionador

linear utilizado na difusao foi reutilizado nesta etapa.

4.2 Visualizador

Nesta se¢ao serao demonstrados alguns resultados encontrados com a implementacao

desenvolvida.

Outro fator importante na simulagao computacional de fluidos é a visualizacao, pois
é através da informagao visual que as informacoes sobre o comportamento da simulagao
sao extraidas. Existem varias técnicas de visualizagao volumétrica como, por exemplo, o
algoritmo de tracado de raios, mas nesta implementacgao, com o objetivo de com um visua-
lizador simples que consiga extrair informacoes significativas foram adotadas as seguintes

medidas:

e Densidade:
Para poder obter uma boa visualizacao do comportamento da densidade do fluido
durante a simulacao, a grandeza densidade foi responsavel por determinar trans-
paréncia da célula correspondente. Desta forma, quanto mais densa é determinada

célula mais visivel ela sera.

e Velocidade:

Para obter uma boa representagao da velocidade do sistema foi gerado um campo
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de vetores. Cada vetor indica a direcao e o sentido da velocidade em cada ponto da
grade em um determinado momento. Para obter a informacao do moédulo da com-
ponente velocidade, foi gerado um sistema de escala que varia de ciano a vermelho,
representando o menor e o maior moédulo, respectivamente.

A partir desta escala todos os mddulos foram interpolados para obter sua cor repre-
sentativa. Com o intuito de obter uma informacao mais limpa também foi estipulado
um limiar, para que somente fossem mostradas velocidades acima deste limiar, pos-

sibilitando assim uma melhor visualizacgao.

Figura 10: Detalhe da visualizacao dos vetores de velocidade

4.3 Experimentos

Depois de definido e implementado o simulador, foram realizados alguns experimentos

para verificar a funcionalidade da implementacao e analisar o comportamento do fluido.

Nestes experimentos foram variadas grandezas como velocidade, densidade, fator de
difusao, viscosidade e condicao de contorno. Nesta secao sera denominada fonte, um
volume da grade onde sera injetado fluido por meio do aumento da densidade naquele

local. Suas dimensoes serao especificadas em cada experimento.

O valor padrao adotado para da taxa de difusao e viscosidade ¢é igual a zero.

4.3.1 Experimento com Paredes Sélidas

Neste primeiro experimento foi definida uma fonte de dimensao unitaria, no centro
inferior da grade. Também foi definida, envolvendo a fonte, uma area de dimensao igual

A 2x2x2 com uma velocidade de médulo igual & 5, no sentido do versor ;.
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A condicao de contorno foi estipulada de forma que o fluido ficasse condicionado
dentro da grade, para isto foram definidas paredes sélidas (Se¢. 2.8.1) em cada face da

grade (Fig. 11 e Fig. 12).

Figura 11: Visualizacao da densidade do fluido no primeiro experimento

4.3.2 Experimento com Superficies Livres

Utilizando a mesma configuracao do experimento anterior serao comparados dois tipos

de superficie de contorno. As superficies livres e as paredes sélidas.
Utilizando paredes sélidas observa-se a formagao de vértices no topo da grade (Fig.

13).

Porém, utilizando superficies livres nao se observa a formacao dos vértices, mas um

efeito similar a um exaustor (Fig. 14).

4.3.3 Experimento com Variacao da Taxa de Difusao e Viscosi-
dade

Primeiramente vamos analisar um fluido com uma taxa de difusao mais alta do que
a do primeiro experimento. E como esperado a dissipacao ¢ maior quando se utiliza uma

taxa de difusao maior (Fig. 15).



Figura 12: Visualizacao da velocidade do fluido no primeiro experimento

Figura 13: Simulacao utilizando a condicao de contorno referente a paredes sélidas

Figura 14: Simulacao utilizando a condi¢ao de contorno referente a superficies livres

42
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Figura 15: A simulagao superior tem uma taxa de difusao 10 vezes maior do que a inferior.

Em seguida ao avaliar a viscosidade observa-se que seu efeito é mais visivel no com-
portamento da velocidade. Em um fluido mais viscoso o movimento tende a ser mais

retardado, como de fato ocorre (Fig. 16).

4.3.4 Simulagao com Varias Fontes

No quarto experimento sera avaliada a simulagao do fluido em um ambiente com mais

de uma fonte e com vetores velocidades, médulos, direcoes e sentidos diferentes.

Na Figura 17 podemos observar o fluxo de trés fontes distintas devido a um campo

de velocidade heterogéneo (Fig. 18).

4.3.5 Simulagao de um Ciclone

Para finalizar os experimentos foi realizada uma simulacao que visa englobar a maior
parte dos conceitos vistos. O objetivo deste experimento é ter uma simulacao simplificada
de um ciclone, pois o fendmeno é complexo demais para ser modelado perfeitamente. Desta

forma estamos simulando apenas uma aproximacao para efeitos de ilustracao.

Para esta simulacgao foi definido um movimento circular para os componentes de ve-

locidade. Cada componente foi disposta com o objetivo de formar espiras circulares



Figura 16: Um fluido menos viscoso no topo e um mais viscoso na base.

Figura 17: Simulagao com 3 fontes distintas.
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Figura 18: Campo de velocidades.

concentricas, com os raios variando de 1 a 15 e a velocidade angular da espira igual a
360°/s.

Estas espiras também foram divididas em cinco faixas e o sentido de suas velocidades
foi sendo modificados. Formando assim anéis espessos com sentidos alternados. O médulo

destas velocidades nao foi definido de forma uniforme, inserindo assim mais realismo na

simulagao (Fig. 20).

Figura 19: Simulagao simplificada de um ciclone.



Figura 20: Vetores velocidade.

s
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-

Figura 21: Vista superior da simulacao.
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5 Conclusao

Neste trabalho foram estudadas as Equacoes de Navier-Stokes e apresentada uma
forma de resolvé-las numericamente. Também foram demonstrados os modelos computa-

cionais necessarios para implementacao desta solucao.

Exceto algumas imperfeicoes e simplificagoes, o método implementado é capaz de
simular fluidos difusivos como a fumaga e também simular efeitos advindos do seu movi-

mento.

Porém também foi verificado que este método pode ser melhorado utilizando outros
métodos para solucao dos sistemas lineares mais fidedignos e estaveis, como o algoritmo
do gradiente conjugado pré-condicionado. Devido a complexidade do comportamento dos
fluidos, foram necessarias simplificacoes e aproximacoes para poder realizar a simulacao
dentro de um tempo aceitavel. Foram apresentados os principais processos que envolvem
a dinamica de fluidos computacional como a adveccao e a projecao, sendo ressaltados

alguns principios para a resolu¢ao dos mesmos, explicitando seus beneficios e limitagoes.

Apoés conceituado, foi indicado uma rotina para aplicagao computacional dos métodos
e descrita a implementacao da mesma. Logo em seguida foi demonstrado o resultado de
varias experiéncias adotando a implementacao realizada e apresentados resultados procu-

rando explicitar o comportamento do fluido dado o modelo matematico implementado.

Um grande estimulo para a realizacao deste trabalho ¢ a grande gama de aplicagoes
da simulagao computacional de fluidos que engloba desde simulagoes de fenomenos fisicos
como temperatura e aquecimento global; aplicagoes em simulacao de sistemas hidraulicos
e inclusive a industria cinematografica e de jogos. A parte mais complicada do trabalho
foi realizar todos os ajustes para todos métodos convergirem e em conjunto realizarem o

proposto.

Para trabalhos futuros podem ser realizadas melhorias no modo de visualizacao do
fluido, utilizando o algoritmo de tracado de raios ou algum outro visualizador de volume.

Também podem ser estudas outras estruturas de armazenamento e visualizagao como as
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octrees. Pode também ser estudada a abordagem Lagrangiana, voltadas para simulagoes

em tempo real. Ou mesmo estudadas abordagens mistas como o Particle-In-Cell Methods.
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APENDICE A - Definicoes Matemadticas

A.1 Gradiente

O gradiente de uma fungao f(z,vy, z), retorna um vetor com todas as derivadas par-

clais.

of of of
=|=,=,= Al
Vf(:E?y?Z) (ax7ay7az) ( )
Também pode-se analisar o gradiente como um operador:
o o0 0
V= (%’ G_y’ %) (A.2)

Por meio da derivada direcional de uma funcao f, o gradiente indica o quao rapido
ela estda mudando na direcao de um vetor particular. Por exemplo, tomando a dire¢ao 7,

tem-se: 5
I .
o Vf-n (A.3)

—

Tomando-se o gradiente de um vetor f = (f, g, h), temos o Jacobiano.

of of of
o oy o \
F_ _ dg 9g 9 —
oh Oh Oh
%z oy o2 Vh
Também denota-se o gradiente como:
of
Vf=—-L A5
j=o (A5)

Usando um vetor no denominador, indica-se que a derivada parcial estd sendo tomada

para cada componente do vetor.
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A.2 Divergente

O operador divergente somente é aplicado em vetores, e mede quanto o vetor esta
convergindo ou divergindo de um determinado ponto. Desta forma, temos como entrada

um vetor e como resultado um escalar.

:V-(u,v,w)—8u+av+aw (A.6)

v o oy o

£y

Pode-se também pensar o divergente como sendo o produto interno entre o gradiente

e o vetor.

o 0 0
- v ) A
0 0
%u+a—yv+£w (A.8)

A.3 Laplaciano

O Laplaciano mede o quao distante um atributo esta da media dos valores a sua volta.
Normalmente ¢ tido como o divergente do gradiente. Podendo ser representado como V2,
A ou V - V. Assim tem-se:
2f  o° 92

L+ ot o]
ox dy 0z

V.Vf= (A.9)

Ao aplicar-se o Laplaciano a um vetor ou matriz, tem-se o Laplaciano de cada com-

ponente separadamente.

A equacao diferencial parcial dado por:
V-Vf=0 (A.10)
E chamada de Equacao de Laplace, e as fungoes que respeitam esta condigao sao

denominadas como harmonicas. Se o lado direito for substituido por qualquer valor dife-

rente de zero, temos a Equacao de Poisson:

V.Vf=q (A.11)
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Tendo sua forma geral como:

V- (aVf)=gq (A.12)

Onde, a é um escalar qualquer.

A.4 Derivada Material

Uma particula a; em uma posicao ¢ tem uma velocidade 4. Analisando um atributo
genérico ¢, cada particula terd um valor especifico para ¢q. ¢ pode ser a densidade, a
velocidade, a temperatura ou qualquer outro atributo. A fungao ¢(t, ¥) representa o valor
de ¢ no tempo t na posicao fixa no espaco . A Derivada Material analisa o quao rapido

q esta mudando para esta particula.

A Derivada Material é util para correlacionar as visoes de Euler e Lagrange abordadas
na Secao 2.7. Pois ao analisar um atributo ¢ em uma posicao fixa 7, estamos lidando com
a visao de Euler. E no momento em que se analisa o quao rapido ¢ estd mudando para

aquela particula, aborda-se a visao de Lagrange.

d . g dz
(@) = =+ Vg (A.13)
dq
= = i Al4
8t—|~Vq U ( )
Dgq
- A Al
Dt (A.15)

onde % , representa o quao rapido ¢ estd mudando em um ponto fixado no espago (Um

dz

atributo Euleriano). O segundo termo, Vg - 57,

esta corrigindo o quanto desta mudanca
ocorre devido a diferencas no fluxo que esta passando naquele ponto. Por exemplo a
temperatura muda por que o ar frio esta sendo substituido por ar quente e nao por que

a temperatura de alguma particula esta sendo modificada.

A Derivada Material também pode ser escrita em sua forma estendida como:

— ==t U VU W (A.16)
z Y
onde U = (u,v,w) e T = (,y, 2).

Para melhor entendimento analisa-se este exemplo em uma dimensao:
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Supondo que o atributo analisado seja a temperatura T', e que
T(t,z) =10z

e o fluido tem uma velocidade constante © = ¢ em qualquer posicao. Ao assumir que

DT

Z =0
Dt

significa que a temperatura 7' de uma particula a; nao esta alterando seu valor, esta

somente se movendo. Expandindo a Derivada Material temos:

DT
o = 0
%—Z—FVT-?I =0
%—::—l—lo-c =0
é%—f = —10-¢

Isto significa que, em um ponto fixo no espaco, a temperatura estda mudando em uma
razao de —10c. Se a velocidade é zero, ¢ = 0 , nada muda. Se, ¢ = 1 , a temperatura
em um ponto vai cair em uma razao de —10. E se a velocidade estd maior e no sentido

contrario, ¢ = —2 , a temperatura naquele ponto do espaco vai crescer em uma razao

igual a 20.

Ao aplicar a Derivada Material, em um vetor de quantizacao como as cores RGB, ou
no proéprio vetor velocidade w, deve-se tratar cada componente separadamente. Assim o

vetor cor ¢ = (r, g,b) tem sua Derivada Material como:

Dr or —
pe | ™ o VT

S

Db ob
Db % 4 Vb-
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